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PREFACE

La recherche historique récente a permis d’€tablir ce que 1’on soupg¢on-
nait depuis bien longtemps déja: le dixieme siecle est assurément 1’une des
cimes des mathématiques classiques, phénomene sans précédent si ce n’est
la prééminence d’Alexandrie au troisieme siecle avant J.-C., et qu’il faudra
attendre le XVIIe siecle pour observer a nouveau, en Europe de I’Ouest cette
fois. C’est au cours du Xe siecle en eftet que se déploient les anciennes
traditions de recherche, en méme temps que se développent celles
qu’avaient inaugurées un siecle auparavant des mathématiciens comme les
Banu Musa, Thabit ibn Qurra, al-Khwarizmi et leurs successeurs. Mais ce
méme siecle voit aussi I’essor de nouvelles traditions de recherche en géo-
métrie des coniques, en géometrie infinitésimale, en géométrie sphérique, en
trigonométrie, en algebre polynomiale, en théorie géométrique des €qua-
tions, en analyse diophantienne rationnelle, en analyse diophantienne entiere,
bref dans les divers chapitres des mathématiques ; ains1 qu’en optique, en
astronomie, en statique, etc.

Ce volume n’est pas destiné a décrire et a comprendre ce phénomene his-
torique, tache a laquelle nous nous sommes employ€ a plusieurs reprises
ailleurs ; 1l veut enrichir notre connaissance de ce point culminant de la
recherche mathématique et des traditions qui s’y rencontrent, a 1’aide de
nouveaux matériaux qui nous permettront d’engager de nouvelles lectures.
Plus précis€ément, 1l s’agit ic1 d’€tablir, de traduire et de commenter 1’ ceuvre
d’un mathématicien de cette époque : Ahmad 1bn Muhammad 1bn "Abd al-
Jalil al-S1jz1.

Fils de la seconde moiti€ du Xe siecle, al-S1jzi €tait actif entre les années
soixante du Xe siecle et le début du XIe siecle — 1l nous est en effet parvenu
quelques écrits antérieurs a 969 et d’autres datés de 998. Mathématicien
persan, lui-méme fils d'un mathématicien, il est né en Iran ou i1l a vécu. Sa
position a la croisée de courants de recherche mathématique et son apport a
chacun d’eux font d’al-S1jzi un excellent représentant de la science mathé-
matique de son temps, et sont a I’origine de notre choix. Sa biobibliographie
nous suggere le portrait d’un géometre, et rien ne montre qu’il aurait
compos€ quoi que ce soit en algebre. Méme en théorie des nombres, il
demeure géometre. Ce caractére, qui mérite d’€tre souligné, tout en dési-
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egnant la communauté de chercheurs qui est la sienne, exprime aussi la
singularité d’al-Sjzi.

Géometre fécond, 1l a laissé une ceuvre considérable — une cinquantaine
de traités — et une correspondance scientifique, tout aussi importante, avec
les mathématiciens de 1I’époque. Celle-ci est un document particuliérement
précieux pour I histoire, car elle met en scene, in vivo, la recherche mathé-
matique du temps. Une partie substantielle de 1'ceuvre d’al-Sijzi a été
conservée et a attiré 1’ attention des historiens au XIXe siecle déja, comme
|’attestent les travaux de F. Woepcke et, plus tard, de C. Schoy.
Aujourd’hui, on observe un regain d’intérét pour la contribution d’al-S1jzi.
Mais toutes ces €tudes, bienvenues certes, et utiles, restent partielles et sans
unité: on s’y intéresse isolément a I’un des mémoires d’al-S1jzi, voire a une
partie d’un mémoire ; ce qui ne permet pas de dégager une 1dée précise du
projet scientifique d’al-S1jzi et de ses réalisations, dont n’€mane qu’une
image €clatée et souvent attadie.

Or, s’interroger sur le sens de la contribution d’al-S1jzi, c’est vouloir
repérer les axes suivis par le mathématicien dans ses recherches, se deman-
der a quelles traditions il appartient effectivement et quelle orientation 1l leur
a donnée. Mais pour répondre a ces questions et a d autres semblables
qu’elles suscitent, 1l faut reprendre systématiquement foute |’ ceuvre mathe-
matique d’al-Sijzi, pour en donner une édition critique, une traduction
rigoureuse et un commentaire extensif. Il n’y a pas d’autre voie qui
permette d’en saisir le sens, et de retracer la carte du continent investi par
son auteur. C’est alors qu’on sera en mesure de déterminer sa juste place au
Xe siecle et, plus généralement, dans 1’ histoire des mathématiques.

C’est a cette immense tache que Pascal Crozet et moi-mé€me avons voulu
nous attaquer, il y a de cela une quinzaine d’années. Notre but €tait double:
comprendre et restituer les travaux d’al-Sijzi; réécrire aussi fidelement que
possible 1" histoire des mathématiques au Xe-XI¢ siecle. Plusieurs volumes y
sont consacrés, tantot rédigés par ’un ou par |’autre, tantot par 1'un et
[’autre. L.’ordre que nous avons suivi n’est pas celui de la chronologie, mais
11 est fonction du domaine étudi€ et régi par la logique de 1'invention. Telle
est I’organisation de ce premier volume que je mets aujourd’hut entre les
mains des lecteurs. Tout entier consacré aux écrits d’al-S1jzi sur la géomé-
trie des coniques et sur la théorie des nombres, il regroupe des €crits qui, par
leur présence méme et aussi par leur extension, nous dévoilent deux axes de
I’activité mathématique d’al-Sijzi jusqu’a présent mal percus: la géométrie
des coniques comme théorie et comme application, et 1 analyse diophan-
tienne entiere étudiée par un géometre. Ainsi, une partie substantielle de
I’ceuvre du mathématicien s’inscrit dans le sillage de ses prédécesseurs et
ainés — al-Hasan ibn Miusa, Thabit ibn Qurra, Ibrahim ibn Sinan, al-Qubhi,
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[bn Sahl —, et comme une extension de leurs écrits. Al-Si1jzi, on le verra,
s’intéresse en effet aux diftérents chapitres de la géométrie des coniques: les
lieux en surfaces quadratiques, le tracé des courbes coniques, les propriétés
asymptotiques de I’hyperbole, I'application de la théorie des coniques a la
construction geométrique des probléemes solides. Ces titres suffisent a mon-
trer qu’1l s’agit bien d’une démarche délibérée, qu’al-S1jzi poursuit avec ses
contemporains, pour étudier d autres parties du champ des coniques que ni
Apollonius ni ses successeurs n’avaient visitées. On trouve donc regroupés
ic1 tous les écrits d’al-S1jzi sur la géométrie des coniques qui ont survécu, et
ainsi 1’ editio princeps aussi bien que la premiére traduction et le premier
commentaire des traités suivants:

1° Sur les propriétés de la coupole hyperbolique et de la coupole
parabolique

2° Sur les propriétés des solides elliptique, hyperbolique et parabolique

3° Sur la description des sections coniques

4° Toutes les figures sont a partir du cercle

5° Sur la construction du compas parfait

6° Comment concevoir les deux lignes qui se rapprochent et ne se ren-
contrent pas

7° Sur la division de [’angle a cotés droits en trois parties égales

8° Sur la détermination des deux moyennes par la géométrie

Pour €tre complet et pour que le lecteur dispose en un seul et méme
volume de tous les écrits d’al-S1jzi sur ce theme, nous avons jugé opportun
de reprendre notre édition, traduction et commentaire, publiés ailleurs!, du
meémoire d’al-S1jzi:

9° La construction de [’heptagone régulier et la trisection de [’angle.

Mais ce géometre s est €également occupé de la théorie des nombres. 1l a
voulu fonder la solution de 1’équation générale des triangles rectangles
numeriques sur des bases géométriques solides. C’est le second theme de ce
premier volume. On y trouve donc I’editio princeps, 1a premiére traduction
et le premier commentaire de son traité :

10® La solution par une méthode universelle d’un probleme numérique.

' Les Mathématiques infinitésimales du 1x¢ au XI¢ siecle, vol. IIl: Ibn al-

Haytham. Théorie des coniques, constructions géométriques et géométrie pratique,
LLondon, 2000.
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. histoire de la tradition manuscrite de ces traités précede immédiatement
leur édition critique.

Quant a la biographie et a la bibliographie d’al-S1jzi, a 1" histoire des tra-
ditions manuscrites de ses €crits, elles ont fait I’objet d’une étude critique
détaillée de Pascal Crozet et de moi-méme. Aussi les trouvera-t-on dans le
second volume, rédigé en commun, qui suivra incessamment celui-ci, et qui
regroupe les autres travaux d’al-S1jzi en géométrie.

Je tiens pour finir a remercier Messieurs Christian Houzel, Directeur de
Recherche Emérite au CNRS, et Pascal Crozet, Chargé de Recherche au
CNRS, qui ont bien voulu relire I'une ou |’ autre partie de ce livre et proposé
certaines améliorations. Ma gratitude va auss1 a Madame Aline Auger,
Ingénieur d’Etudes au CNRS, qui a composé les index et a préparé ce
volume en camera-ready.

Je tiens €galement a exprimer ma gratitude a Monsieur Seyed M. Sadegh
Kharazi, Ambassadeur de la République Islamique d’Iran pour avoir soutenu
la publication de ce livre.
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LA GEOMETRIE DES CONIQUES

INTRODUCTION

Au nombre des domaines ou la recherche mathématique est la plus active
figure assurément la géométrie des coniques. Des ses débuts, avec les trois
fréeres Banu Musa, en passant par de prestigieux géometres au Xe siecle et
durant quelques sieécles encore, ce terrain a €t€ constamment cultivé et
fécondé. D’emblée, 1’ historien des mathématiques a le regard attiré par deux
faits qui mériteraient d’étre soulignés. Le premier nous ramene a 1’ceuvre
d’Apollonius: jamais, et particulierement les Coniques, elle n’a été aussi
massivement enseignée et travaillée qu’a partir du milieu du IXe siecle, avec
les Banu Musa et la tradition mathématique qu’ils ont inaugurée. Ce fait
d’histoire en recouvre un autre, dont la valeur €épistémique est singuliere : la
géomeétrie des coniques a jeté des ponts et tiss€ des réseaux entre les disci-
plines mathématiques existantes — que 1 on pense par exemple aux relations
entre géométrie et algeébre, ou a la constitution de 1’anaclastique, etc. A par-
tir du IXe¢ siecle donc, elle investit des contrées qu Apollonius n’avait pu
imaginer, non plus que Pappus ou Eutocius, provoquant le remaniement et
le redéploiement d anciens chapitres de la géométrie tout en suscitant
["avenement de nouveaux. C’est ainsi qu’a partir de La Mesure du Cercle et
La Sphere et le Cylindre, ignorant Les Conoides et les Sphéroides du
mathématicien de Syracuse, les mathématiciens arabes ont mis a profit leur
connaissance de la géométrie des coniques pour renouveler les recherches
en mathématiques infinitésimales. Il suffit d’évoquer les noms des Banu
Musa, de Thabit ibn Qurra, d’al-Mahani, d'Ibrahim 1bn Sinan, d’al-Quhi,
d'Ibn Sahl et d’Ibn al-Haytham pour mesurer la portée de ce prolongement
et I’ampleur de ce renouvellement'. C’est a la méme €poque, a partir du
milieu du IXe siecle, avec entre autres al-Farghani, puis al-Quhi, al-Saghani
et al-Biruni, pour ne citer qu’eux, que I’on a pensé certaines propriétés
projectives des coniques — toute une tradition qui a intégré la chose et le
nom au sein des disciplines géométriques. Concue par Ibn Sahl et poursuivie

! R. Rashed, Les Mathématiques infinitésimales du 1X¢ au XI¢ siécle. Vol. I:
Fondateurs et commentateurs : Banu Musa, Thabit ibn Qurra, Ibn Sinan, al-Khazin,
al-Quhi, Ibn al-Samh, Ibn Hud, LLondon, 1996 ; vol. Il: Ibn al-Haytham, London,
1993 ; vol. II1: Ibn al-Haytham. Théorie des coniques, constructions géométriques et
géométrie pratique, L.ondon, 2000.
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par Ibn al-Haytham, 1'étude systématique des propri€tés optiques des
coniques est un acquis de la méme époque. C’est encore la géométrie des
coniques qui a permis au contemporain d’al-S1jzi, Abu al-Jud, de mettre en
chantier une recherche active sur la résolution des équations cubiques, avant
qu’al-Khayyam élabore le premier trait€é en géométrie algébrique des
coniques. Enfin, c’est a cette méme époque que le nombre des constructions
géométriques par les coniques a connu une extension sans précédent. On
pourrait sans doute évoquer bien d autres secteurs de la recherche qui
relevent de la géométrie des coniques, comme le tracé continu des courbes
coniques, 1’étude des surtaces quadratiques, etc.

Au cceur de ces traditions, al-S1)zi a méme particip€ a ' édification de cer-
taines d’entre elles. Rien d’étonnant donc s’1l s’occupe a son tour de la
géometrie des coniques: et de fait le tiers environ de ses €crits s’y rapporte.
Il a pu, on le verra plus loin, achever certaines recherches engagées par ses
contemporains, de méme qu’il a organisé les diftérents acquis en un cha-
pitre, développé et resserré les liens €tablis par ses prédécesseurs entre la
tradition des catoptriciens et celle d’ Apollonius dans I'€tude des coniques.
On lui doit également la conception d’autres domaines. |

L’ceuvre d'al-S1)zi en géométrie des coniques se répartit en trois
groupes.

Dans le premier, on trouve les mémoires suivants :

1.1. Sur les propriétés des solides hyperbolique, elliptique et parabolique

1.2. Sur les propriétés de la coupole hyperbolique et de la coupole
parabolique

Ces deux trait€s nous sont parvenus, alors que les deux suivants sont au-
jourd’ hui perdus.

1.3. Sur les propriétés de la figure ovale et de la figure lenticulaire

1.4. Epitre a Abit Sahl ibn Rustam al-Qiihi pour établir les propriétés de
[’ellipse a partir du cylindre!

Le second groupe porte sur le tracé des coniques et les probléemes afférents:

2.1. Sur le tracé des sections coniques
2.2. Le compas des sections coniques

! On trouve sur la liste donnée dans le ms. de Lahore le titre suivant : Epitre pour
établir les propriétés de la section appelée ellipse. A1-Sijzi, lui-méme, cite un écrit
sous le titre Sur les propriétés de [’ellipse ou tout simplement Sur [’ellipse.
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2.3. Comment concevoir les deux lignes qui se rapprochent, et qui ne se
rencontrent pas
2.4. Toutes les figures sont a partir du cercle

[e troisieme groupe traite de I'application des coniques aux problemes clas-
siques de construction géométrique :

3.1. Construction de ’heptagone régulier et la trisection de [’angle

3.2. Détermination des deux moyennes et division de [’angle a cotés droits
en trois parties égales par la géométrie, rectification d’al-Sijzi

3.3. Division de [’angle a cotés droits en trois parties égales

Certains de ces €crits sont perdus. Ceux d’entre eux qui nous parvenus
seront €tablis, traduits et commentés 1c1, afin qu’al-S1jzi trouve sa place dans
|"histoire de la géométrie des coniques.

L On trouve sur la liste donnée dans le ms. Chester Beatty 3652, sous le n° 21, le titre

suivant : Rectification de la détermination des deux moyennes et de la trisection de
['angle.
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[. LES LIEUX EN SURFACES QUADRATIQUES

Al-S1jzi1 dans ses écrits se réfere plus d’une fois a son livre Sur l'ellipse.
De ce traité aujourd’hut perdu, le peu qu’il dit nous permet cependant de
deviner qu’il contenait une €tude des propri€tés de 1 ellipse a partir de deux
solides : I’ovale et le lenticulaire, obtenus par la rotation de |"ellipse autour de
son grand axe et de son petit axe, respectivement. Il a aussi consacré un
écrit a ces derniers: Sur les propriétés de la figure ovale et de la figure
lenticulaire, également perdu. Cette orientation est encore celle d’al-Si1jzi
dans deux autres traités qui, eux, nous sont parvenus. Leurs titres — Sur les
propriétés des solides elliptique, hyperbolique et parabolique et, pour le
second, Sur les propriétés de la coupole hyperbolique et de la coupole
parabolique — sont pour le moins évocateurs et nous dispensent de tout
commentaire : i1l s’agit de déterminer les propri€t€s des sections coniques
comme sections planes des solides. Plus précisément, al-S1jzi s’est donné
pour but dans ces trois écrits de caractériser un certain nombre de surfaces
quadratiques par leurs sections planes, ainsi que de les classer a partir d’une
notion qu’il définit, celle de «rang» (martaba): le rang est tonction du
nombre des sections, limitées ou illimitées, associées a la surface.

L importance de ces recherches est visible a 1'ce1l nu, méme si jusqu’a
présent on les a 1gnorées. C’est en eftet dans ces écrits qu’apparait la
premiére contribution connue a une théorie des surfaces quadratiques. On
peut certes reperer dans Les Conoides et les Sphéroides 1’examen de
quelques lieux en surface. On répondra que cet ouvrage d’ Archimede était
1gnore des mathématiciens arabes, lesquels n’ont pas manqué, a partir du
milieu du IXe¢ siecle, de retrouver ces lieux par leurs propres moyens. Ainsi
al-Hasan 1bn Musa et son €éléve Thabit ibn Qurra s’y sont intéressés a
[’occasion de leurs travaux sur I’ellipsoide et le paraboloide. Le second est
méme allé assez loin dans son traité Sur la mesure des paraboloides en
commenc¢ant par une €tude des coupoles paraboliques. Ibn Sahl s’est lui
aussi, dans ses travaux anaclastiques, occupé des conoides. Mais s’il est indu-
bitable que ces ouvrages des archimédiens arabes ont fourni a al-Sijzi idées
et résultats, 1l n’en demeure pas moins que, a I'instar de celles d’ Archimede,
toutes ces recherches €taient orientées vers la détermination du volume des
solides engendrés par la rotation d’une figure curviligne. Avec al-Sijzi, la
perspective est différente: 1l s’agit cette fois de la géométrie des lieux en sur-
face, ou encore de 1'€tude des lieux pour eux-mémes, c’est-a-dire en tant
qu objets géomeétriques. Ainsi se précise la place de la contribution d’al-
S1jzi, et s’ éclaire son sens. Cette nouvelle perspective met en effet en relief
ses traits distinctifs. Tout d’abord, et ¢’est le premier trait, la contribution
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d’al-Sijzi apparait comme le prolongement, mais dans une nouvelle direc-
tion, de la recherche sur les coniques précisément accomplie par ses prédé-
cesseurs et ses contemporains — les Banu Musa, Ibn Qurra, al-Quhi et Ibn
Sahl notamment. Les premiers ont examin€ la sphere, 1'ellipsoide et le
paraboloide a partir du cone et du cylindre; et c’est a I’occasion de ses
recherches sur les miroirs et les lentilles ardents que le dernier, Ibn Sahl, a
étudié le paraboloide et I’hyperboloide ainsi que les plans tangents. C est
dire qu’al-S1jzi arrive a point nommeé et au moment opportun pour recueil-
lir ces recherches dispersées; mais c’est une nouvelle perspective qui
’oriente et qui ouvre un nouveau chapitre de la géométrie des coniques:
celui des lieux en surfaces quadratiques.

Ce nouveau champ se déploie donc dans I'extension pour ainsi dire natu-
relle de la géométrie des coniques. Or une telle localisation €claire en retour
deux autres traits de la contribution d’al-S1jzi. Le premier est relatif a la
meéthode : celle-c1 ne doit rien a 1'algebre, non plus d’ailleurs qu’a une
géométrie dans l’espace, puisqu elle commande de se ramener a la
géométrie plane en coupant par un plan quelconque. Le second concerne les
frontieres de ce champ des lieux en surfaces. Al-S1jzi se limite en effet a cer-
taines quadriques, celles de révolution. Suivi en cela durant huit siecles
encore, il ne considére aucune quadrique réglée (hyperboloide a une nappe,
paraboloide hyperbolique).

Plusieurs de ces traits caractériseront encore la reprise de ce chapitre, aux
mains de Fermat dans son écrit de 1643 intitulé Introduction aux lieux en
surfaces. S’1l est vral que ce recommencement se signale par une certaine
allure algébrique, Fermat ne traite lui non plus que de quelques lieux en sur-
faces quadratiques, par une méthode semblable a celle d’al-Sijzi, qui
consiste elle aussi a se ramener a la géométrie plane.

Il nous reste donc a analyser la contribution d’al-S1jzi et a donner I’ editio
princeps de ses deux €crits ainsi que leur traduction.

1.1 Sur les propriétés des coupoles hyperboliques et paraboliques

Dans ce traité sur les propriétés des coupoles hyperboliques et
paraboliques, al-S1jzi poursuit un double but. D une part, s1 Apollonius a
etudié les quatre figures — cercle, ellipse, hyperbole et parabole — a partir
des sections planes du cone a base circulaire, al-S1jzi, a la suite d’al-Hasan
1bn Musa et de Thabit ibn Qurra, propose d’étudier 1’ellipse a partir du
cylindre. Il entend ainsi montrer qu’il existe d’autres procédés que ceux
d Apollonius pour obtenir les quatre especes de sections planes mentionnées.
C’est ainsi qu’il considere les solides de révolution engendrés a partir de ces
quatre sections et indique le nombre des sections planes que 1’on peut
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obtenir dans chacun de ces solides. Il évoque en particulier le solide ovale et
le solide lenticulaire qu’il avait, semble-t-il, €tudiés dans son traité perdu sur
I’ellipse ; ainsi que les coupoles hyperboliques et paraboliques dont 1l donne
une étude détaillee.

Son second but est de classer, d’'une maniere «naturelle » dit-1l, les solides
de révolution, c’est-a-dire en fonction du nombre des sections planes de
nature différente obtenues ainsi que du nombre des sections illimitées. Ces
deux nombres vont définir le «rang » d'un solide.

(C’est donc dans les travaux d’al-Hasan 1bn Musa et de Thabit 1bn Qurra
qu’al-S1jzi trouve 1c1 son point de départ. Ibn Qurra, rappelons-le, avait
défini dans son traité Sur la mesure des paraboloide' cing solides parabo-
liques dont trois ont été appelés «coupoles». Celles-c1 sont engendrées a
partir d’une portion de plan limitée par un arc AB de parabole, le diametre
issu de A et ’ordonnée BC du point B, par rotation de cette portion autour
du diametre AC.

S1 AC est I’axe de la parabole, la coupole est dite «a sommet régulier » —
c’est celle dont al-S1jzi étudie ensuite les sections planes. S1 AC est un
diametre quelconque, on obtient la coupole dite «a sommet pointu », ou la
coupole dite «a sommet enfoncé ». Ces deux derniéres coupoles ne sont pas

des surfaces quadratiques.
A \

i dmlbd B ‘

B,

Fig. 1

Ibn Qurra, lui, s’occupe de la mesure des volumes des trois coupoles. Al-
S1jz1 pour sa part entend étudier les sections planes de tous les solides
engendre€s a partir de toutes les courbes coniques: cercle, ellipse, parabole et
hyperbole, en rotation autour d’un axe (transverse dans le cas de 1’hyper-
bole). Ainsi, dans son introduction a ce traité, il rappelle que

l Les Mathématiques infinitésimales du I1X¢ au XI¢ siécle, vol. I, chap. 1I.
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e par rotation d’un cercle autour d'un diametre, on engendre une sphere,
et que toutes les sections planes de la sphere sont des cercles dont le rayon
est inférieur ou €gal a celui du cercle imitial ;

e par rotation d’une ellipse autour de son grand axe, on obtient un
ellipsoide de révolution appel€ «ovale » ; et par rotation autour du petit axe,
on obtient une «lenticulaire ».

Dans ces deux solides, les sections planes sont des cercles ou des ellipses.
Al-S1jzi semble avoir étudié ces solides dans son livre perdu sur I’ellipse ;

e par rotation d’'une parabole autour de son axe, on engendre une cou-
pole parabolique dont les sections planes sont des cercles, des ellipses et des
paraboles;

e par rotation d'une hyperbole autour de son axe, on engendre une cou-
pole hyperbolique dont les sections planes sont des cercles, des ellipses et des
hyperboles.

Al-S1jzi signale toutetois que le cercle est obtenu comme section plane
dans toutes les surtaces de révolution; et qu’en fait le cercle n’est qu’une
ellipse particuliere, figurant de ce fait dans toutes les classes précédentes.

Al-S1jzi donne alors une classification des solides, que 1’on peut
représenter dans le tableau suivant:

Solides Sections planes 1 Rang
Spheére | Cercle | 1 |
Solide ovale Cercle, ellipse 2

' ou lenticulaire

Solide cylindrique | Cercle, ellipse illimitée | 3 |
Coupole parabolique Cercle, ellipse, parabole -

ou hyperbolique | ou hyperbole i

Solide conique Cercle, ellipse, parabole >

hyperbole, triangle
(courbes 1llimitées)

La notion de «rang» introduite par al-Sijzi est liée au nombre des
sections planes et a la présence des courbes illimitées. Ce dernier terme
«1llimit€ » a un double sens dans ce texte d’al-Sijzi: une courbe est illimitée
s1 elle s’€loigne a I'infini, ce qui ne se produit que pour les paraboles et les
hyperboles ; une famille d’ellipses est illimitée si les diamétres de ces ellipses
ne sont pas bornés. Expliquons-nous sur la signification de ces derniéres.

Dans le premier livre des Coniques (propositions 8, 9) Apollonius a
precis€ que, suivant la position du plan sécant du cone, on aura deux classes
de courbes: les courbes fermées — des cercles qu’il étudie dans les propo-
sitions 1.4 et I.5 — et des courbes non circulaires, ¢’est-a-dire des ellipses,
qu'il €tudie dans la proposition 1.13; et des courbes illimitées (proposition
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[.8), c’est-a-dire la parabole étudiée dans 1.11 et 1" hyperbole étudiée dans
I1.12. Dans ce cas Apollonius précise que la surtace latérale du cone et le plan
sécant peuvent étre prolongés indéfiniment.

Mais, d’apres la tradition des Banu Musa et de Thabit 1ibn Qurra, on joint
au cone le cylindre de révolution. Or, dans le solide cylindrique, on trouve
des cercles limités et des ellipses illimitées, c’est-a-dire que le grand axe
d’une telle ellipse peut étre aussi grand qu’on veut; et dans le solide conique
des cercles illimités de part et d’autre «en grandeur et en petitesse » et des
ellipses illimitées.

[1 est clair que par «cercles illimités » et «ellipses 1llimitées » al-Sijzi veut
dire que les courbes peuvent étre aussi grandes que I'on veut. Dans le cas
du cylindre de révolution, il faut alors considérer non pas le solide limité par
ses deux bases, mais la surface cylindrique prolongée indéfiniment. Toutes
les sections planes circulaires sont alors égales, et pour les sections elliptiques
on pourra avoir un grand axe aussi grand que 1’on veut avec un petit axe

toujours égal au rayon du cercle de base.

Ainsi, dans le cas du cylindre, s1 r est le rayon du cercle de base, AB le
2r

Sin O
plan sécant, on a d — +o quand « tend vers 0.

grand axe de 1'ellipse de longueur d = , avec ¢ 1’angle de 1'axe avec le

Dans le cas du cone de révolution, al-S1)zi considére de toute évidence
non pas le solide limité par le sommet du cone et sa base, mais la surface
conique, de part et d’autre du sommet, et prolongée indétiniment dans les
deux directions. On peut alors obtenir de part et d’autre du sommet des
cercles dont le rayon croit de 0 a I'infini, et des ellipses dont les deux axes
peuvent croitre indéfiniment. Les paraboles et les hyperboles sont pro-
longées comme la surface conique.

Il apparait clairement que ces notions, a la base de 1’étude d’al-Sijzi, sont
¢galement valables dans le cas des coupoles. LLa parabole (ou 1’"hyperbole)
peut en ettet etre prolongée indéfiniment. On peut alors choisir pour la cou-
pole une hauteur aussi grande que 1’on veut et obtenir ainsi des sections
planes aussi grandes que 1’on veut.

Venons-en a présent au corps du traité d’al-Sijzi.

PROPOSITION 1: Les sections planes d’une coupole parabolique sont ou
bien une parabole, ou bien une ellipse, ou bien un cercle.

Soit une coupole parabolique engendrée par la rotation de la parabole
CAD. Trois cas se présentent selon la position du plan sécant.

1*" cas: Le plan sécant (HEI) est paralleéle a ’axe de la parabole et le plan
(CAD) lui est perpendiculaire.
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Le plan (HEI) coupe le plan (CAD) suivant ER et la base suivant /H. On
aER//AB et IH 1 CD. Dans la parabole CAD on a les ordonnées EQ,
KGL, MXN telles que ER coupe KL en § et MN en O. D’autre part dans les

cercles de diametres LK, MN dont le plan est perpendiculaire a AB, on méne
SP 1 LK et OU L MN ; les points P et U sont sur le plan (HET). On a

PS?=SK - SL et OU* = OM - ON.

Q
G .
= M
B C
Fig. 2
D’ autre part
MO - ON = XN* — OX?* = XN? - EQ?
et
K8 -SE= GI: —GS>=GL*~ EQ,
d’ou
XN" _MO-ON+EQ* AX
G’ KS-SL+EQ* AG’
XN AX - .
o = d apres 1.20 des Coniques.

D’autre part KS - SL = GL?* — EQ? entraine

KS-SL _GL . AG GQ
EQ* EQ’ AQ AQ

De méme MO - ON = XN? — EQ? entraine
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MO-ON XN° = AX XQ
EQ’ EQ* AQ AQ

On en déduit
MO-ON _XQ OE

KS-SL GQ SE’

d’ou
OU* _ EO

SP* ES

On raisonne de la méme maniere pour toute parallele a SP menée par un
point de ER ; on aura par exemple

IR° ER

i

SP>  ES

[La section HEI est donc une parabole.

Montrons qu’elle est égale a la parabole CAD.

Supposons que AQ = QG = GX,onadonc ES = SO = AQ et EO = AG,
d’ou

RoovL GO entraine KS - SL = EQ?,

EQ* QA

ce qui entraine SP* = QF°.

De méme
MO*?N - 22 entraine MO - ON = 2EQ* = GL?,
OF QA
puisque
GI’ Ko S -
gLt =2
EQ EQ

ce qui entraine QU? = GL*.
A des abscisses égales correspondent des ordonnées égales; les deux
paraboles sont donc égales.

Remarques :

1) Dans cette proposition comme dans d’autres, al-Sijzi fait appel a la
proposition 1.20 des Coniques. 11 recourra également ensuite a la proposition
[.21. Celle-la est relative a la parabole, celle-ci a I’ellipse et a 1I’hyperbole.
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Dans ces propositions d’Apollonius, les sections sont rapportées a un
diameétre quelconque. Dans les problemes d’al-S1jzi, elles sont rapportées a
leur axe.

D’autre part, Apollonius n’a pas €tabli de réciproque pour ces deux pro-
positions. Or al-S1jzi applique le résultat d’ Apollonius a une parabole, et
plus tard a une hyperbole, données. Mais c’est une réciproque qu’il utilise
quand 11 veut démontrer quelle est la nature de la ligne obtenue comme
section plane d une des coupoles considérees.

[1 démontre ainsi que les ordonnées de deux points de cette ligne vérifient
une des €galités des propositions 1.20 ou 1.21 des Coniques. 1l sous-entend
d’autre part que la propriété est véritiée pour tout couple de points pris sur
la ligne étudiée. Il écrit en effet: «[...] et toute droite menée parmi les
droites ordonnées sera dans le méme €tat» (infra, p. 202). 1l en déduit enfin
la nature de la ligne étudiée. On remarque, non seulement dans ce traité,
mais aussi dans le suivant, qu’il utilise les propositions 1.20 et 1.21 des
Coniques sous forme directe et sous forme réciproque.

2) S1 on désigne par c le coté droit de la parabole DAC, on peut montrer
plus rapidement que la section HEI est une parabole d’axe ER et de coté

droit c.
On a

GL’=c - AG,XN°=c-AX, EQ*°=c - AQ, BD? = ¢ - BA.
Posons AQ = QG = GX;d’ou AQ = ES = SO, d’ou

e 0

c-SE c-SE c-SE c-SE SE
car SE = GO.
Par un calcul semblable on a
Ut _xQ _,
c-EO EO
On a donc
SP*  0U’ =
c-SE ¢ -EO

La section HEJ est donc une parabole d’axe ER, de co6té droit ¢ et elle est
egale a la parabole DAC.

Remarquons enfin que, pour un point quelconque P, qui se projette en §
sur ER et en & sur AB, on a
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PS2=SK -SL=GI2-EQ2=c - AG-c'AQ=c QG =c'ES,
ol on reconnait le symptome d’une parabole égale a DAC.

2¢ cas : Le plan sécant (GEI) n’est pas paralléle, n1 perpendiculaire a 1’axe
AB de la coupole.

Soit EG I'intersection du plan sécant avec le plan DAC passant par AB et
perpendiculaire a (GEI). Par le point §, intersection de AB et GE, on mene
la droite ordonnée KL de la parabole DAC. On méne une deuxiéme l
ordonnée MN qui coupe EG en O. Dans les plans perpendiculaires a AB
suivant KL et MN on meéne SP L KL et OU L. MN. Les points P et U sont |
sur les cercles de diameétres KL et MN et sont aussi sur la section plane
étudiée. Menons la tangente XY a la parabole DAC parallele a EG ; elle
touche la parabole en Y et rencontre en X la tangente AX au point A ; on a

alors

GS-SE XY’
KS-SL AX’

GO-OE XY*

et =
MO-ON AX

d’apres la proposition 111.17 des Coniques.

Fig. 3

Or KS - SL = SP? et MO - ON = OU?: on a donc &

KS-SL GS-SE  SP’
MO-ON GO-OE O0U’

et la section est une ellipse d’axe GE, d’aprés 1.21 des Coniques.

3% cas: St le plan sécant est perpendiculaire a I’axe AB de la coupole, la sec-
tion est un cercle.
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Remarque: Al-S1jzi, on vient de le voir, a recours a la proposition II1.17 des
Coniques. Cette proposition est valable pour toute section conique. Elle se
présente comme suit :

Soit AX et AY deux tangentes qui se coupent au point A. Par un point Z
intérieur a la section on mene les sécantes KE //AY et A® // AX. Apollonius
montre que

Z0-7ZA AX°
ZK-ZE AY*’

C’est sous cette forme qu’al-S1jzi I'utilise dans 1'étude de la section ellip-
tique de la coupole parabolique.

[1 fait ensuite appel a des €galités de rapports qui se déduisent de cette
proposition:

Si par un point Z“# Z on méne K'’E’// AY et A’®”// AX, on a aussi

Z'O'.ZA AX®
R TR AT

d’ou
Z0-ZA 70 -ZA
ZK-ZE ;.- 2K .7 E

Fig. 4

Cette proposition s’ applique a des s€cantes 1ssues de deux points distincts,
secantes deux a deux paralleles. Al-S1jzi I'appliquera plus tard sous cette
forme, sans faire appel aux deux tangentes.

[l faut €galement 1’appliquer si 1’on veut justifier les résultats obtenus par
al-S1)zi dans la derniere partie de 1’étude de la coupole hyperbolique.
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On reconnait dans cette propriété 1’énoncé de la puissance d’un point
par rapport a une conique qui apparait ici pour la premiere fois dans 1" €tat
actuel de notre connaissance. Cette propriété n’apparaitra a nouveau qu’'a la
fin du XVIIe siecle. C’est MacLaurin qui la généralisera a toutes les courbes

algébriques.

PROPOSITION 2: Soit la coupole engendrée par la rotation de 1’hyperbole
CAD autour de son axe AB; soit AT le diametre transverse. La section HE!
par un plan sécant est ou bien une hyperbole, ou bien une ellipse, ou bien un

cercle.
Trois cas se présentent selon la position du plan sécant.

1°" cas: Le plan sécant (HEI) est paralléle a I’axe AB et perpendiculaire au
plan (CAD) suivant la droite ER et coupe la coupole sutvant 1’hyperbole

HEI

W ¢ oV

Fig. 5

On mene les ordonnées EQ, KL et MN dans I’hyperbole CAD d’axe AB
et de diametre transverse A7. On a, d’apres 1.21 des Coniques

QE° TQ-QA

QE° TQ-QA

5 el > .
GL' TG-GA ~ XN* TX-XA |

d’ou
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XN’ -QE* TX-XA-TQ- QA . GL'-QE* TG-GA-TQ-QA

t

XN? TX - XA GIL* TG -GA
Oron a
XN? _TX-XA
GI?! TG-GA
donc
XN* - QE° _TX-XA-TQ-QA
G’ -QE* TG-GA-TQ-QA
D’autre part
XN? — QE? = XN? - X0?%= OM - ON = OU?
et

GL: - OE = GL"-GS5“=KS~ SL = SP*.
On prolonge AT de TV = QA ; on a alors

TX - XA — TO - QA = TX(XQ + QA) — (TX — XQ)0A = XO(TX + QA)
- VX - XO

el

IG-GA-TQ QA =TG(GO + QA) - (TG -GO)PA = GQO(IG + QA)
= VG - GO.

Posons EW = QV,on a VG = WS et VX = WO on a alors

OM-ON VX-XQ
KS-SL VG-GO

OU* WO-OE

SP* WS-SE

LLa section HEI est donc une hyperbole et son diametre transverse est
EW. Celui-c1 excede le diametre transverse de 1'hyperbole CAD de

AQ + VT =2A0, c est-a-dire du double de I’abscisse de son sommet E. La
section plane est bien cette hyperbole HEI.

2° cas: Le plan sécant (HEI) est non parallele a I’axe AB mais passe par le
centre 7 et il est perpendiculaire au plan (CAD). Celui-la coupe celui-c1 sui-
vant un diametre TER. La section HEI est une hyperbole d’axe ER.

Soit cette fois AT la moitié du diametre transverse de 1"hyperbole CAD ;
le point 7" est celul qu’ Apollonius appelle «centre ». Soit JT = ET.
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Fig. 6

Les ordonnées KL et MN relatives au diametre AB coupent ER en § et O.

On méne par ces points les ordonnées QX et GV relatives au diametre ER.
On meéne SP 1 OX et OU L GV dans les plans des cercles de diameétres KL
et MN. Comme dans le cas de la parabole, on a

0S-SX  KS-SL
GO-OV MO-ON '

mais OS - SX = SX? et GO - OV =0V” car ER est un diameétre.
D’autre part KS - SL = SP* et MO - ON = OU?, donc

SX% S

——

ovV: o0U*

Or dans I’hyperbole CAD, on a
SX* JS-SE

ov?: JO-OE’

JS-SE  “SP* "
JO-OE 0OU*’

la section HEI est donc une hyperbole de diameétre transverse EJ.

Al-S1)z1 note que pour le plan s€cant qui coupe la coupole hyperbolique,
passe par I’une des ordonnées et est tel qu’il ne soit ni parallele ni1 perpendi-
culaire a 1'axe, on démontre, de la méme maniere que pour la coupole para-

bolique, que la section est une ellipse. Mais si ce plan est perpendiculaire a
1"axe, la section est un cercle.
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3¢ cas: Le plan sé€cant est perpendiculaire au plan (CAD) et le coupe suivant
une droite ER parallele au diameétre transverse 7JI (J sur 1’hyperbole, I sur
la base, T le milieu du diametre transverse JV).
Al-S1zi donne I'1dée de la démonstration, que nous allons écrire en détail.
On mene I'ordonnée EQ relative au diametre 77 et les ordonnées qui lui

sont paralleles: KL de milieu G et MN de milieu X. On a alors

VG-GJ  KG-GL KG*
VX-XJ MX-XN MX°

et
1) VG-GJ _ KG*
VQ-QJ EQ*
) VX-XJ _ MX*
VQ-QJ EQ*
>V > W
‘R
J A ' B
‘K
.
L <
U
N
D /1 R/ B C
Fig. 7
De (1) on déduit

KG*-EQ° GQ(VG+QJ) .
EO% % vo-or

mais on a EQ = GS et GO = ES, d’ou



KG? - EQ*= KG* = G8w KS+ Sk
On pose WE = VQ + QJ,d’ou VG + QJ = WS, et par conséquent

KS-SL. ES-WS
EQ* VO-0OJ

(3)
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De la méme maniere, de (2) on déduit

MX* - EQ" _XQ(VX +QJ)

L]

EQ’ VO-0J
mais on a EQ = OX et XQ = OF; donc
MXQ-EszMXQ—OXQ:MO-ONetVX+QJ=EW+ OE = OW.
De (2) on déduit
MO-ON OE-OW
(4) e :
Q VO-QJ
de (3) et (4) on déduait
) KS-SL _ ES-WS
MO-ON OE-OW’
d’ou
SP* SE-SW
(0) OU> OE-OW

L’intersection EPU est donc une hyperbole de diametre WR, de sommet
E et de diameétre transverse EW.

Remarque:

[1 faut encore justifier le passage de (S) a (6), car KL et MN ne sont pas
cette fois des diametres de cercle. Mais si par S et O on mene les plans per-
pendiculaires a I’axe AB, ils coupent la coupole suivant deux cercles de
diameétres respectifs K" et M'N’, et on aura

KS-S5L _ _...______K sl - d’apres 111.17 des Coniques.
MO-ON M'O-ON
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Fig. 8

D’autre part SP et OU sont perpendiculaires au plan (CAD), donc
SP1 K'L'etOULM'N,douK’S-SL'=SP*et MO - ON’= OU?, et par
conséquent on obtient (6).

1.2. Interprétation projective du probleme des sections planes d’une qua-
drique

Cette interprétation, disons-le des le début, est étrangére aux
mathématiques d’al-S1jzi, mais elle nous permettra de voir directement le
sens et les limites de la contribution du mathématicien.

Rappelons que I'intersection d’une quadrique Q et d'un plan P est une
conique. En effet, Q est déterminée par une forme quadratique g dans 1'es-
pace vectoriel V qui définit I’espace projectif P(V) ou Q se trouve; le plan P
est détermin€ par un sous-espace vectoriel W de V, de dimension 3
(hyperplan). L intersection de Q et de P est détermin€e par la restriction de
g a I’hyperplan W cette restriction est une forme quadratique sauf si elle est
identiquement nulle. Ce dernier cas ne peut se produire que si P est contenu
dans 1’ensemble des points de Q, c’est-a-dire dans le cas ou Q est dégénérée
en deux plans (distincts ou contondus).

On se donne donc une quadrique Q quelconque (al-S1jzi ne considere
que les quadriques de révolution et convexes) et sa situation par rapport au
plan de I'infimi I1de ’espace:

* S1 Q est tangente a /] en un point w, Q est un paraboloide et @ donne
la direction de ses diametres.

* S1 Q coupe I1 suivant une conique C, Q est un hyperboloide et C définit
le cone asymptote de Q.

* S1 QO ne rencontre pas 11, Q est un ellipsoide.
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Soit maintenant P un plan sécant a Q et d la droite a I'infin1 de P, inter-
section de P avec [[; la nature de la section de Q par P dépend de la situa-
tion de d par rapport aux €léments a I’infini de Q.

a) S1 Q est un paraboloide et s1 d passe par @ — c est-a-dire que P est
parallele aux diametres —, la conique section de Q par P est tangente a d en
@; ¢’est donc une parabole dont I’axe est parallele aux diamétres de Q.

S1 au contraire d ne passe pas par @, la conique section de Q par P n’a
pas de point a I'infin1 et ¢’est une ellipse.

b) S1 Q est un hyperboloide et s1 d rencontre C (conique a I'infini de Q),
la conique section de Q par P rencontre d aux deux points de d N C; c’est
donc une hyperbole.

S1 au contraire d reste extérieure a C, la conique section de Q par P ne
rencontre pas d et ¢’est donc une ellipse.

Ces deux cas se distinguent par le fait que le diametre conjugué de la
direction de P est non transverse dans le premier cas, donnant une section
hyperbolique, et transverse dans le second cas, donnant une section ellip-
tique.

Al-S1jz1 indique la section elliptique seulement dans le cas particulier ou P
n’'est pas parallele a 1’axe de Q, ce qui est insuffisant. Cette insuffisance est
bien naturelle en 1’absence d’une théorie des plans et diametres conjugués
par rapport a une quadrique.

Il reste un cas limite non envisagé par al-S1)zi: celui ou d est tangente a C
en un point @; la conique section est alors tangente a d en @ et ¢’est donc
une parabole. Ce cas se produit lorsque P est paralléle a un plan tangent au
cone asymptote de (. Ce cas s’ajoute a I’énumération donnée par al-Sijzi
pour les surfaces hyperboliques ; celles-ci auraient donc di étre classées avec

le cone dans le rang 5 et non pas dans le rang 4.
c) 51 Q est un ellipsoide, aucune de ses sections planes ne peut avoir de
point a I'1nfin1: ce sont donc toujours des ellipses ou des cercles.

Ajoutons que le cylindre, qui est cone dont le sommet @ est a I’infini, est
a ranger avec le paraboloide, tandis que le cone, qui a une conique C a I’'in-
fini est a ranger avec I’ hyperboloide.

On voit qu’en se posant ces questions al-Sijzi a ouvert un champ de
recherche a la limite des mathématiques de son temps.

1.3. Sur les propriétés des solides elliptiques, hyperboliques et parabo-
liques

Dans son trait€ Sur les propriétés des solides elliptique, hyperbolique et
parabolique, al-S1jzi part des définitions de ces trois solides et étudie leurs
sections planes. Il commence par définir le solide elliptique en partant de
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deux ellipses égales tracées dans deux plans paralleles. On devrait ensuite
préciser leurs positions relatives pour qu une droite qui reste parallele a celle
qui joint leurs centres et qui rencontre la premiere ellipse rencontre aussi la
seconde, autrement dit 1'une des ellipses est déduite de 1’autre par transla-
tion. La définition d’al-S1jzi semble s’inspirer de celle du cylindre a base
circulaire que donne Thabit ibn Qurral. Ce dernier part en effet de deux
cercles égaux situés dans des plans paralléles pour définir le cylindre. Ainsi,
si on joint les centres de ces cercles par une droite et s1 on meéne par un
point de I'un des cercles une parallele a cette droite, elle rencontre 1" autre
cercle. Dans son mouvement autour des cercles, cette droite, tout en restant
parallele a la droite des centres, engendre la surface cylindrique. Les
définitions de Thabit ibn Qurra, qui trés vraisemblablement figuraient dans
le livre de son maitre al-Hasan 1ibn Musa dé€ja évoqué — détfinitions du coté
du cylindre, du cylindre droit, du cylindre oblique, de la hauteur du cylindre
— sont les mémes que celles qu’on peut lire dans le trait€é d’al-Sijzi.

Bl’

BJ’
A" Ef '
< E) E |

/ ) &

Fig. 9.1 Fig. 9.2 Fig. 9.3 Fig. 9.4

A

Plus généralement, pour les trois solides, on considére un plan et une
droite D qui le coupe. Pour le solide elliptique, on considére une ellipse &
dans le plan & Le mouvement d’une droite qui reste parallele a D et suit le
contour de I'ellipse engendre une surface cylindrique. L intersection de
celle-ci par un plan £ paralléle a Hest une ellipse &~ égale a &~ Si Eet E’
sont les centres respectifs de & et &7, on a EE"// D et les ellipses se
correspondent dans la translation de vecteur EE’. Le solide compris entre
les deux plans et la surface cylindrique est précisément le solide étudi€ par
al-S1jzi. Quant au solide hyperbolique (ou parabolique), on considére un arc
AEB d’hyperbole (ou de parabole) situé dans un plan &et limité par une

| Les Mathématiques infinitésimales du IX¢ au XI€ siécle, vol. I, p. 502.
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corde AB. Cette corde peut étre choisie perpendiculaire ou non a 1'axe de la
section. Par le mouvement d’une droite qui reste parallele a la droite D et
suit le contour formé par I'arc AEB et la corde BA, on engendre une
surface courbe, complétée par une bande plane. Si on coupe cette surface
par un plan £ paralléle au plan & on obtient une figure (A’E’'B’A’) égale a
la figure (AEBA) — hyperbole ou parabole. Si E et £ sont leurs sommets
respectifs, elles se correspondent dans la translation de vecteur EE”.

Dans les trois cas, si D est perpendiculaire au plan &, le solide est dit
droit; sinon 1l est dit oblique, et pour ce dernier, on définit sa hauteur. La
droite joignant les centres des deux ellipses est appelée axe du solide. Le
segment de droite mobile compris entre les deux bases paralléles est, pour
les trois solides, appelé coré du solide.

Apres cette introduction, al-S1jzi établit huit propositions que nous allons
examiner.

1.3.1. Les sections planes

PROPOSITION 1 : Tout plan paralléle a la base d’un solide elliptique le coupe
suivant une ellipse égale a I’ ellipse de base.

PROPOSITION 2: Tout plan passant par 1’axe d’un solide elliptique ou

parallele a cet axe coupe le solide suivant un parallélogramme.
Mais, dans le cas du cylindre oblique, on peut aussi avoir une section rec-

tangulaire. Ici encore, force est de se référer a Thabit ibn Qurra!. Suivons le
raisonnement de ce dernier pour le cylindre oblique a base circulaire.

Nl‘

LIbid., prop. 5, p. 512.




LES LIEUX EN SURFACES QUADRATIQUES 31

Soit EG 1’axe du cylindre oblique et GH sa hauteur. On considere un plan
P passant par EG et perpendiculaire au plan EGH. Le plan & coupe les
bases suivant les cordes MN et M'N” de milieux respectifs E et G. On a

MN 1 EG, MN = M’N’ (translation de vecteur EG). On a alors MN // M’N” -
le parallélogramme est donc rectangle.

Thabit ibn Qurra montre également qu’un plan £ paralléle au plan
MNN M “donne aussi comme section plane un rectangle, et 1l précise que
seuls les plans ¥et £ donnent une section rectangulaire. Contrairement a
Thabit 1ibn Qurra, al-S1jzi ne s’occupe pas dans ce trait€ des sections rec-
tangulaires. Les avait-il étudiées dans son traité, perdu, sur 1" ellipse ?

PROPOSITION 3: Les plans sécants au solide elliptique antiparalleles a la base
le coupent suivant des ellipses €gales et semblables a la base.

Commengons par rappeler que Thabit 1bn Qurra, dans ce méme traité
Sur les Sections du cylindre, étudie la section par un plan antiparallele au
plan de base!. Il prend comme plan de référence le plan I1 défini par I’axe
du cylindre et la hauteur menée du centre de la base.

Soit & le plan de la base; on a &1 I1. Soit AB leur intersection. Un plan
Zantiparallele a & vérifie £ L 1 et coupe I1 suivant la droite LK telle que
AKL = KAB = BEI = ELK. Tbn Qurra montre que les deux sections sont

egales.

B G A

L

E H l
Fig. 11.1

Al-S1jzi, quant a lui, ne fait pas intervenir la hauteur du solide. La base du
solide est une ellipse de grand axe AB, de petit axe EG et de centre H. Il
prend comme plan de référence le plan II défini par ’axe AB et les
génératrices AC et BD. Ce plan contient donc 1’axe du solide. Appelons &
le plan de base AEBG. Pour définir un plan £ antiparalléle a & relative-
ment au plan de référence I7, il faut supposer que & est perpendiculaire a
II (ce qu’al-S1jzi ne dit pas, et dans ce cas le plan I contient la hauteur du

solide). On prendra 2 perpendiculaire a IT et coupant ce plan suivant la
droite DC telle que ACD = BAC.

L Ibid., prop. 9, p. 522.
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Fig. 11.2

Soit DCKL la section du solide par le plan £ ; on a AC // BD et
ACD = B}iC, donc BACD est un trapeze 1socele et AB = CD. L’axe du
solide, 1ssu du milieu H de AB, passe auss<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>