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MIDEO 20 (1991)

LA PHILOSOPHIE DES MATHEMATIQUES
D’IBN AL-HAYTHAM

par
Roshdi RASHED, C.N.R.S.

IL’ANALYSE ET LA SYNTHESE

S’interroger sur I’existence d’une philosophie des mathématiques en arabe,
c’est s’engager dans un double programme de recherche, en entreprenant une
double enquéte aupres des philosophes et auprés des mathématiciens eux-
mémes. C’est donc non seulement vers Avicenne, al-Razi, Maimonide... que
nous avons du nous tourner, mais aussi vers Thabit ibn Qurral, son petit-fils
Ibrahim ibn Sinan2, al-Sijzi3 et Ibn al-Haytham. Peu nombreuses et encore
modestes, ces études avaient pour unique intention de justifier la précédente
interrogation, et par 1la de montrer que cette philosophie des mathématiques
existe bien et constitue un chapitre important et florissant de la philosophie
islamique. Mais si cette philosophie des mathématiques n’a pas regu des
historiens I'attention qu’elle mérite, cela tient sans aucun doute, pour une part
au moins, a la nature qui est la sienne: le plus souvent en effet, elle avanqait
cachée dans les travaux mathématiques, et éclatée selon divers themes. Or,
pour I’historien qui favorise I'architectonique des grands systemes métaphysi-
ques, cette recherche enfouie, divisée, développée pour une bonne part aux
confins de la pratique méme du mathématicien, risquait de passer inapercue.
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32 ROSHDI RASHED

De plus, cette activité philosophique s’est parfois présentée comme le moyen
d’apporter une solution philosophique 4 des problémes mathématiques hors
d’atteinte des mathématiques du temps. Nous avons ainsi pu montrer, sur
Pexemple de I’asymptote 4 une hyperbole, comment la philosophie d’al-Sizji
s’est substituée aux concepts d’une analyse mathématique qui ne verra le jour
que beaucoup plus tard.

Avec les études que nous proposons ici, nous entendons passer 4 un autre
stade de la recherche: il ne s’agit plus d’établir 'existence de cette philosophie,
mais de constituer son corps. Nous avons choisi de commencer par une
ceuvre capitale, celle du mathématicien et physicien Ibn al-Haytham [965-
1040], dans laquelle la philosophie occupe une place toute particuliere. Ibn al-
Haytham a en effet composé deux traités substantiels: le premier porte sur
L’analyse et la synthese, le second sur Les connus. De I'aveu méme de leur
auteur, ces deux traités sont intimement liés. Dans le premier, Ibn al-Haytham
a recours a des concepts qu’il ne définira que dans le second, lequel est déja
annoncé dans le premier. Il est donc impossible, a moins de méconnaitre
completement le projet d’Ibn al-Haytham, d’évoquer I'un de ces traités sans
avoir Pautre présent a lesprit. Seule cette prudence méthodologique nous
permettra de comprendre qu’lbn al-Haytham appartenait a une tradition bien
ancienne qui s’intéressait a I’analyse et a la synthese, et comment il a pu aller
bien plus loin que ses prédécesseurs. Rappelons, pour mémoire, que le théme
de 'analyse et de la synthese a dominé pendant deux millénaires au moins la
philosophie des mathématiques; que l'on pense, par exemple, a certaines
indications de Platon et d’Aristote, et surtout aux textes de Galien, Pappus et
Proclus, parmi bien d’autres*; que I'on pense aussi a ce que fut son essor chez
les philosophes et les mathématiciens arabes, qui lui consacreront non
seulement des paragraphes dans des rédactions philosophiques et mathémati-
ques, mais des traités entiers — al-Kind1 par exemple — qui deviennent de
plus en plus volumineux. Aucun mémoire de I'antiquité n’est comparable 2
cet égard 4 celui d’Ibrahim ibn Sinan, lequel sera largement dépassé par Ibn
al-Haytham.

Mais, avant d’envisager de comprendre ces faits nouveaux, en engageant les
commentaires mathématiques, historiques et philosophiques indispensables, la
bonne méthode demande que I'on offre au lecteur les textes d’Ibn al-Haytham,
ainsi que leur traduction. On sera ainsi en mesure de suivre nos commentaires
et nos interprétations, et on pourra juger sur piéce. Dans un premier article, le
lecteur trouvera I’édition princeps de L’analyse et la synthése, que nous avons
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promise depuis bien longtemps®. Un second article sera consacré au traité sur
Les Connus; la encore, nous donnerons ’édition princeps de ce texte, ainsi que
sa traduction frangaise. Dans un troisieme et dernier article, nous proposons
un commentaire des deux textes a la fois, et nous dégageons la philosophie
des mathématiques d’Ibn al-Haytham.

Sans nous étendre ici sur Phistoire du texte de L’analyse et la synthese,
histoire que nous réservons au troisieme article, indiquons trés brievement les
¢léments sans lesquels nous ne pouvons expliquer comment nous 'avons
établi.

Ce traité nous est parvenu en quatré mManuscrits:

1°le 3652/12 de la Bibliotheque Chester Beatty, a Dublin, 69~ - 86r, selon la
numeérotation en chiffres arabes. Ce manuscrit, noté ici B, est une copie faite a
Bagdad, et achevée le samedi matin 23 Jumada al -"ala 612 de I’Hégire, c’est-
a-dire le samedi matin 19 septembre 1215, comme l'indique le colophon.
L’écriture est naskhi , soignée, et les figures sont tracées par le copiste.

2° Le 323 de la collection Taymur, Riyada, a Dar al-Kutub au Caire. Ce
manuscrit est numéroté en 68 pages, et il est noté ict Q. Il appartenait a la
collection d’un copiste célebre, Mustafa Sidqi. L’écriture est une belle nasta /ig
et les figures n’ont pas été tracées.

30 Le 1191/1 de la collection Reshit, 1v-30v, Istanbul. Ce manuscrit, noté ici
R, appartenait aussi a la collection de Mustafa Sidqi, et a donc été copié avant
le milieu du X VIIleme siecle. L’écriture est nasta lig et les figures sont tracées.
Quant a la date de sa copie, nous ne sommes pas tres au clair, mais elle nous
semble antérieure a celle de Q.

4° Le quatrieme manuscrit se trouve dans une collection de la bibliothéque
V.I. Lenin a Kouibychev, 3165-336r. Ce manuscrit, noté ici S, est lui aussi
copié en nasta’lig, mais nous ignorons la date de la copie, qui pourrait étre
entre le XIIeme et le XIVeme siecle.

Pour écrire I'histoire du texte, nous avons suivi la méthode maintes fois
exposée: la comparaison systématique de ces manuscrits pris deux a deux 2
I’aide des omissions, des ajouts, des différents types de fautes, etc. Les
résultats chiffrés et les tableaux établis grice a ces comparaisons peuvent se
résumer dans le stemma suivant:
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Ainsi le manuscrit du Caire et celui d’Istanbul sont de simples copies de B,
et de B uniquement; nous les avons par conséquent négligés au cours de
établissement du texte. Celui-ci a donc été établi a partir de B et de S.
Notons que B présente, par rapport a S, 53 omissions d’un mot, 46 omissions
d’une phrase ( de plus de deux mots, parfois de 32 mots), de sorte qu’a partir de
B seul nous ne pouvions disposer d’un texte sur. En revanche, dans S on peut
recenser §4 omissions d’un mot, par rapport a3, mais seulement 17 omissions
d’une phrase. Relevons enfin dans B un incident important — que 'on retrouve
dans Q et dans R — mais qui n’apparait pas dans S, la répétition d’un long
paragraphe (cf.82r). D’autre part, le nombre des omissions communes a B et a
S, ainsi que les fautes communes, montre bien que ces deux familles
descendent d’un ancétre commun, nécessairement antérieur au XIlleme siecle,
puisque B a été achevé en 1215.

Pour établir ces textes, nous nous sommes conformé aux regles les plus
rigoureuses sur lesquelles nous nous sommes expliqué plus d’une fois®. Quant
a la traduction franqaise, elle s’inspire également de la méthode que nous nous
sommes fixée auparavant: traduire littéralement, sans pourtant heurter les
regles stylistiques du frangais, dans une langue qui donc respecte le sens et,
autant qu’il est possible, la lettre du texte arabe. Notons que Iintroduction,
c’est-a-dire la partie la plus philosophique du traité, a déja été publiée en
appendice a notre étude sur le texte d’lbn al-Haytham?. De méme la
traduction de son théoréme sur les nombres parfaits, ainsi qu’une discussion
de T’histoire de ce théoreme ont fait 'objet d’une précédente étude®. Le
lecteur désireux d’avoir une idée globale de cette philosophie mathématique
d’Ibn al-Haytham peut, en attendant notre commentaire extensif dans le
troisieme article, se reporter a 'analyse que nous avons déja publiée.

Je tiens enfin a remercier Monsieur le directeur de Dar al-Kutub et
Monsieur le Directeur de la bibliothéque Suleymania pour m’avoir fourni les
photocopies du texte d’Ibn al-Haytham. Ma reconnaissance va également au
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Pr. B. Rosenfeld et au Dr D. James, qui m’ont respectivement communiqué
une photographie de S et un microfilm de B.

8

Voir: R. Rashed, «Le concept d’infini a I’époque de Rhazésn», Actes du Collogue Rhagés, Le
Caire (1977).

Voir: id., «Ibrahim ibn Sinan», article du Dictionary of Scientific Biography, vol. 7, New
York, Scribner (1973): 2-3.

Voir: id., «Al-Sizji et Maimonide: Commentaire mathématique et philosophique de
la proposition Il-14 des Conigues d’Apollonius», Archives Internationales d'Histoire des
Sciences, n°119, vol. 37 (1987): 263-296. Traduction anglaise: Fundamenta Scientiae, vol. 8,
n° 3/4 (1987): 251-256.

A cela, il faut ajouter les textes des algébristes comme Al-Samaw al.

Notre travail était en effet annoncé en ces termes en novembre 1969 dans un message
adress¢ par Monsieur P. Jacquinot, Directeur Général du Centre National de la
Recherche Scientifique, au Congres en commémoration du millénaire d’Ibn al-Haytham,
qui se tenait a Karachi: «...]a préparation d’une édition critique d’un texte inédit de cet
auteur, texte peu connu, malgré son importance dans I’histoire des mathématiques arabes,
sur [analyse et la synthésen; cf. Ibn al-Haytham, Proceedings of the celebration of roooth
Apnniversary, edited by Hakim Mohammed Said, printed in Pakistan by the Times Press,
Sadar, Karachi, 177. Le théme, ainsi que les travaux d’Ibn al-Haytham, ont fait I'objet
d’un cours prononcé a la Faculté des Arts et Sciences de Montréal, en 1972, et de
plusieurs séminaires a ’Institut d’Histoire des Sciences de I’Université Paris I, entre 1972
et 1976. Si I’édition n’a pas vu le jour plus tot, c’est que nous avons da attendre de
disposer d’un manuscrit qui se trouve a Kouibychev, et qu’il nous fallait achever en
méme temps ’établissement et la traduction du texte sur Les Connus.

Voir par exemple Diophante Les Arithmétigues, Livre IV, vol 3 . « Collection des
Universités de France». Paris: Les Belles Lettres (1984). Introduction, LXXIV sqq.

«L’analyse et la synthése selon Ibn al-Haytham», Mathématiques et philosophie de I Antiguité
a l'age classique. Etudes en hommage a Jules Vuillemin, éditées par R.Rashed. Paris, éditions du
C.N.R.S. (1991): 131-162.

«Ibn al-Haytham et les nombres parfaits », Historia Mathematica 16 (1989): 343-352.
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MIDEQO 20 (1991)

Au now de Diew Clément et Miséricordienx

TRAITE D’AL-HASAN IBN AL-HASAN
IBN AL-HAYTHAM
SUR L’ANALYSE ET LA SYNTHESE

Toute science et toute étude ont une fin, et cette fin est le sommet vers
lequel on s’éleve, et auquel aspire l'esprit de ceux qui la recherchent avec zele,
dans le but de I'atteindre et de la maitriser. Les sciences mathématiques sont
fondées sur les démonstrations; elles ont pour fins auxquelles on s’éleve la
détermination, dans leurs parties, des inconnues, et [’établissement de
démonstrations qui indiquent la vérité de leurs concepts. Le sommet auquel
aspire 'esprit de ceux qui recherchent ces sciences avec z¢le, est d’obtenir des
démonstrations par lesquelles on déduit les inconnues dans ces sciences. La
démonstration est le syllogisme qui indique nécessairement la vérité de sa
propre conclusion. Ce syllogisme est composé de prémisses dont 'entende-
ment reconnait la verité et la validité, sans étre troublé d’aucun doute a leur
propos; et d’un ordre et d’un arrangement tels de ces prémisses, qu’ils
contraignent l'auditeur a étre convaincu de leurs conséquences et a croire en
la validité de ce qui résulte de leur arrangement.

La méthode pour obtenir ces syllogismes est de poursuivre la recherche de
leurs prémisses, de s’ingénier a les trouver, et de chercher leur arrangement.
L’art par lequel on poursuit la recherche de ces prémisses et on parvient a cet
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arrangement menant a ceux de leurs résultats que l'on recherche, s’appelle
’art de analyse. Tout ce qui a vu le jour en sciences mathématiques n’est da

qu’a cet art.

Nous expliquons dans ce traité comment proceder a I'art de 'analyse, qui
conduit a déterminer les inconnues des sciences mathématiques, et comment
procéder pour poursuivre la recherche des prémisses, qui sont le matériau des
démonstrations indiquant la validité de ce qu’on détermine des inconnues de
ces sciences, et la méthode pour parvenir a 'arrangement de ces prémisses et a
la figure de leur combinaison. Nous montrons également comment sont ces
prémisses et I'inverse de leur arrangement, qui est le syllogisme démonstratif,
et c’est ce qu’on appelle la synthése; on I’a en effet appelée synthese car c’est la
composition des prémisses déduites par I'analyse, et c’est la synthese syllogis-
tique. En outre, nous partageons cet art en ses subdivisions, nous en
evoquons les regles et les lois, et nous exposons le détail de ses parties. Nous
apportons également notre aide pour tous ces principes utilisés en cet art et

requis par lui, et ainsi nous commengons par y dire:

Nous disons que la fagon de procéder dans I'analyse est de supposer le
recherché tout a fait acheveé et complet, puis nous examinons les propriétés de
son objet nécessaires a4 cet objet et a son genre, puis les conséquences
nécessaires de celles-ci, puis les conséquences nécessaires de ces dernieres,
jusqu’a ce que 'on aboutisse a une chose donnée dans ce recherche, qui ne
soit pas impossible en lui. Voici comment on procéde en général dans
Ianalyse. Quand cet examen aboutit a la notion donnée, on interrompt
’examen de ce recherché, et celui qui examine s’arrete la; le donné est la
notion que I’on ne peut rejeter, et que rien ne peut empécher.

La fagon de procéder dans la synthése consiste a supposer la chose donnée,
a laquelle a abouti I'analyse et a laquelle s’est arreté celui qui examine, puis a
lui ajouter la propriété trouvée, puis a lui ajouter la propriété trouvée avant
cette derniere; on suit dans cet arrangement l'inverse de 'arrangement suivi
dans l'analyse; si, en effet I'on suit cette voie, 'arrangement aboutit a la
notion recherchée, car elle était le premier objet dans I'analyse; si on inverse
Parrangement, le premier devient alors le dernier; et si 'arrangement inversé
aboutit au premier recherché supposé, alors cet arrangement sera un syllo-

gisme démonstratif, et le premier recherché supposé sera sa conclusion; le
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recherché existera alors, et de plus sa validité sera certaine, car elle est
conclusion d’un syllogisme démonstratif indiquant nécessairement la validité
de sa conclusion.

L’art de l’analyse exige une connaissance préalable des principes des
mathématiques et de leur exercice, de sorte que l'analyste a ces principes a
Iesprit lors de la pratique de I'analyse, et a en outre recours a une intuition
dans cet art; tout art ne s’acheve en effet pour celui qui le pratique que par
une intuition de la méthode qui méne a ce que 'on recherche. On a recours a
Pintuition dans I’art de 'analyse lorsque I’analyste ne trouve pas dans I'objet
du probleme des propriétés données qui, une fois composées, conduisent au
recherché; dans ce cas, I’analyste a besoin de I'intuition. Ce qu’il a besoin de
saisir par I’intuition est un ajout, qu’il ajoute a 'objet, afin qu’il se produise,
une fols ceci ajouté, des propriétés de I’objet qui conduisent, avec cet ajout,
aux propriétés qui, une fois composées, ont pour résultat le recherché.

Dans la suite de cet exposé, nous donnerons des exemples de tout ce que
nous venons de mentionner, qui font apparaitre toutes les notions que nous
avons déterminées: le mode de ces notions s’exhibera, celles d’entre elles qui
étaient obscures se dévoileront, en outre la validité de ce que nous avons
déterminé et arrangeé se vérifiera et deviendra certaine, une fols que nous
aurons exposé cet art en détail, que nous 'aurons arrangé, et que nous aurons
embrassé toutes ses espéces et toutes ses parties.

Cet art se partage selon la division de ses objets, car la méthode pour
analyser chacune des especes de ses objets est autre que la méthode | dans
I’analyse des especes restantes. Les objets de cet art sont les inconnues dans les
parties des sciences mathématiques; ces inconnues dans les parties des sciences
mathématiques se divisent elles-mémes suivant les subdivisions de toutes les
parties de ces sciences. Or, les parties de ces sciences se divisent d’abord en
deux subdivisions: le théorique et le pratique; toute partie des sciences

mathématiques est en effet ou bien théorique ou bien pratique. Celle d’entre
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elles qui est théorique est celle ou 'on recherche la connaissance de la vérité
d’une propriété nécessaire a cette partie en raison de son essence et de sa
forme. Celle qui est pratique est celle qu’on cherche a effectuer et a réaliser
dans I’étre par I'action. Nous donnons pour le théorique et pour le pratique
des exemples des parties de chaque espece des sciences | mathématiques, afin
qu’apparaisse la validité de ce que nous avons mentionneé.

8.

Les notions propres a la partie théorique de la science des nombres sont

{~ 73

'exemple de notre énoncé: pour deux nombres carrés, le rapport de 'un
autre est égal au rapport du coté au coté multiplié par lui-méme; et a
’exemple de notre énoncé: étant donnés des nombres successivement propot-
tionnels, et qui sont les plus petits nombres suivant leur rapport, chacun des
nombres) des deux extrémités est premier avec l'autre!; et a 'exemple de
notre énonce: pour deux nombres dont I'un mesure Iautre, celui qui est
mesuré a une partie homonyme de celui qui le mesure. Cest selon cette
maniere que sont toutes les notions théoriques dans la science des nombres.

Les notions propres a la partie pratique de la science des nombres sont a
Pexemple de notre énoncé: trouver deux nombres carrés tels que leur somme
soit un carré; et a 'exemple de notre énoncé: trouver des nombres successifs
suivant le meme rapport, a volonte; et a 'exemple de notre énoncé: trouver
un nombre parfait?. Clest selon cette maniere que sont toutes les notions

pratiques de la science des nombres.

Les notions théoriques de la géométrie sont a I'exemple de notre énoncé: la
somme de) deux cotés d’un triangle est plus grande que le coté restant; et 2
exemple de notre énoncé: la somme des angles d’un triangle est égale a deux
angles droits; et 2 'exemple de notre énoncé: les coteés et les angles opposés
dans les surfaces a cotés paralleles sont égaux deux a deux.

Les notions pratiques de la géométrie sont a I'exemple de notre énoncé:
construire un triangle équilatéral sur une droite donnée; et a ’exemple de
notre énonce: construire sur une droite donnée un angle égal a un angle
donné; et a I'exemple de notre énoncé: construire un carré égal a une figure

donnée.

Les notions théoriques de I'astronomie sont a I’exemple de notre énoncé: le
centre de la sphere du soleil est a Iextérieur du centre de I’Univers; et a

1. Comparer a Euclide, IX, 15.

2. Littéralement: «le nombre parfait».
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’exemple de notre énoncé: le mouvement des Gémeaux est a 'opposé de la
succession des signes du Zodiaque?; et a ’exemple de notre énoncé: la sphere
des étoiles fixes est plus haute que les spheres des astres errants.

Les notions pratiques de I'astronomie ne se trouvent pas dans I'astronomie
elle-méme, mais dans ses démonstrations, comme par exemple: retrancher un
rapport d’un rapport, ou ajouter un rapport a un rapport, ou mener dun
point une perpendiculaire a I'une des lignes imaginées en astronomie, ou
construire un triangle sur des lignes de I’astronomie. Toutes ces notions se
ramenent a la science des nombres ou a la géometrie. Nous pouvons y
mentionner la construction des instruments par lesquels on observe les astres,
et ceci n’entre pas dans la somme des sciences mathématiques théorique.

Les notions theoriques de la musique sont a 'exemple de notre énoncé:
intervalle d’octave est compose de 'intervalle de quarte et de I'intervalle de
quinte; et a 'exemple de notre énoncé: lintervalle d’octave est deux fois
composé de quinze degrés d’intervalle; et a Pexemple de notre énoncé:
Pintervalle de quarte se partage en plus de deux tons.

Les notions pratiques de la musique sont la composition des degrés; elles se
ramenent a la science des nombres, car elles se ramenent a la composition des
rapports numeériques.

Quant 4 la pratique de la musique, c’est-a-dire la pratique par la main qui
consiste a frapper les cordes et les instruments, et 2 composer le son, elle
n’intervient pas dans ’ensemble de cet examen.

Aucune notion, dans 'une ou 'autre des sciences mathématiques, ne peut
ctre que théorique ou pratique. La partie pratique se partage ensuite en deux
subdivisions, avec discussion ou sans discussion. La partie avec discussion est
a 'exemple de notre énoncé dans les parties de la science des nombres: diviser
deux nombres connus selon deux rapports connus; si on n’impose pas la
condition que I'un des deux rapports soit plus grand que le rapport de I'un
des nombres divisés a 'autre, et que 'autre rapport soit plus petit que le
rapport des deux nombres divisés I'un par l'autre, il ne sera pas possible que

3. La constellation des Gémeaux participe au mouvement diurne, qui a lieu dans le sens
rétrograde autour de I'axe du monde. La progression annuelle apparente du soleil a
travers les signes du Zodiaque se fait dans le sens direct.
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'on divise ces deux nombres selon ces deux rapports* — cette condition est
appelée discussion; et a I'exemple de notre énonceé: trouver le plus grand
nombre qui mesure deux nombres connus; si on n’impose pas aux deux
nombres la condition qu’ils soient commensurables, il ne peut exister un
nombre qui les mesure — cette condition est la discussion; et a 'exemple de
notre énonceé: trouver un troisieme nombre en proportion avec deux nombres
connus®; si on n'impose pas aux deux nombres la condition qu’ils soient
commensurables, il ne peut exister un troisieme nombre en proportion avec
ces deux nombres.

Ce qui est avec discussion dans les parties de la géomeétrie est 2 'exemple de
notre énonceé: construire a partir de trois droites données un triangle; si nous
n’imposons pas aux droites la condition que la somme de toute paire de deux
d’entre elles soit plus grande que la troisieme, on ne pourra pas construire un
triangle a partir de ces trois droites; et 2 I'exemple de notre énoncé:/ mener
dans un cercle connu une corde égale a une droite connue; si nous n’impo-
sons pas a la droite la condition qu’elle ne soit pas plus grande que le diametre
de ce cercle, on ne pourra pas mener la corde dans le cercle; et a 'exemple de
notre énoncé: mener d'un point connu a une droite connue une droite qui lui
soit perpendiculaire; si nous n’imposons pas a la droite la condition qu’elle ne
soit pas finie, alors peut-étre ceci ne sera-t-il pas possible. Ces trois conditions

sont la discussion de ces trois propositions.

L’astronomie et la musique ne comportent pas, quant a elles, de discussion,
car elles ne contiennent de notions pratiques que dans leurs démonstrations et
dans leurs syllogismes; et tout ce qui est dans ces procédés est numerique ou
geométrique, et leur discussion appartient a la discussion dans la science des
nombres et dans la géometrie.

La partie sans discussion se partage en deux subdivisions, I'indéterminé et
le non-indéterminé. L’indéterminé est celui qui a plusieurs solutions, et le
non-indéterminé | est celui qui a une seule solution, c’est-a-dire qui ne
s’acheéve que d’une seule maniere:

4. Siaetb sont les nombres donnés, k; et k; les rapports donnés, on cherche a; et a;, by et
b, tels que a;+a;,=a, by+b,=b, a;/by=k;, a,/b,=k,. Ce probleme est le sixiéme du
texte; on a montré que si kyCky, il est nécessaire que ki{a/b<k,.

; ) a b b2
5. aetb étant donnés, trouver x tel que e RS T
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I’indéterminé dans les parties de la science des nombres est a 'exemple de
notre énoncé: trouver deux nombres carrés tels que leur somme soit un carre.
Cet énoncé peut avoir plusieurs solutions, c’est-a-dire qu’il peut exister de
multiples carrés, en nombre infini, tels que chaque paire d’entre eux ait une
somme carrée®; et a Pexemple de notre énoncé: trouver un nombre ayant des
parties données; il peut se trouver de multiples nombres, en nombre infini,
dont chacun a ces mémes parties.

Et a exemple de notre énoncé dans les parties de la géométrie: construire
un cercle qui soit tangent a deux cercles connus donnés; cette notion peut étre
construite de multiples manieres, car le cercle construit peut étre tangent aux
deux cercles par sa convexité aux convexités des deux cercles; il peut étre
tangent a I'un des deux cercles par sa convexité a la convexité de celui-ci, et
tangent a l'autre par sa concavité a la convexité de celui-la; il peut étre
tangent a chacun des deux cercles par sa concavité aux convexités des deux
cercles — la construction de ce cercle se fait donc de trois maniéres?; et a
’exemple de notre énoncé: mener d’un point donné une droite tangente a un
cercle donné8; cette construction se fait de deux manicéres, car si on joint ce
point au centre du cercle par une droite, on peut mener de ce point deux
droites de part et d’autre de cette droite, chacune d’elles étant tangente au
cercle. Dans la science des nombres et la géomeétrie, les exemples de ces
notions sont multiples; il peut y avoir dans les problemes sans discussion des
problemes indéterminés, et les exemples que nous avons mentionnés sont
suffisants pour tous.

Il ne peut y avoir dans '"astronomie de parties pratiques, si ce n’est dans ses
démonstrations qui se rameénent a la science des nombres ou a la géométrie. 1l
reste qu’il peut se trouver parmi les mouvements des astres ceux qui peuvent
se produire de deux manieres, comme le mouvement du soleil qui peut étre
suivant deux orbes, dont I'un a pour centre le centre de I’Univers?, et autre

6. L’expression risque d’étre ambigué. L’auteur veut dire qu’il existe des paires de nombres
carrés, en nombre infini, telles que la somme des deux termes de chaque paire soit un
carré.

7. 1l s’agit ici de trois types de problémes dont chacun a une infinité de solutions. Le cercle
cherché peut avoir 1) un contact extérieur avec chacun des cercles donnés A et B; 2) un
contact intérieur avec A et B; 3) un contact intérieur avec A (ou B) et extérieur avec B
(ou A).

8. Il est sous-entendu que le point est a 'extérieur du cercle, sinon le probléeme comporte
une discussion.

9. Il s’agit du cercle appelé déférent; son centre est U, centre de 'univers; le soleil S décrit
I’épicycle dont le centre P décrit le déférent.
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est son épicycle et a son centre sur le pourtour du premier; le mouvement du
soleil peut étre suivant un seul orbe!® dont le centre est a 'extérieur du centre
de I’Univers. Cette notion ne peut cependant pas étre dite pratique, car elle-
meéme n’est que suivant 'une des deux manieres, et ne peut étre suivant

I’autre maniere.

Il peut y avoir dans les parties de la musique des parties pratiques
indéterminées; il reste que leur construction se ramene a la science des
nombres, a 'exemple de notre énoncé: diviser I'intervalle d’octave dans les
deux intervalles de quinte et de quarte; la division de cet intervalle a lieu en
effet selon deux positions; nous pouvons faire en sorte que lintervalle de
quarte précede Iintervalle de quinte et nous pouvons faire en sorte que
Pintervalle de quinte précede 'intervalle de quarte; et a I’exemple de notre
énonceé: diviser Pintervalle de quarte en trois intervalles; cet intervalle, c’est-a-
dire de quarte, se partage en deux tons et un reste; ce reste peut étre 4 son
début, ou il peut étre en son milieu, ou il peut étre a sa fin; la division est
donc possible de trois manieres, si ce n’est que ces subdivisions se ramenent a
la science des nombres, car elles se partagent d’apres la division des rapports
numeériques par lesquels les intervalles se trouvent selon ces rapports!!.

Il est clair a partir de tout ce que nous avons montré a propos de la
division des parties des sciences mathématiques qu’elles se partagent d’abord
en deux subdivisions. L’une des subdivisions se partage ensuite en trois
subdivisions. Il s’ensuit que l’analyse des parties de ces sciences doit se
partager suivant ces subdivisions. L’analyse de la partie théorique est d’un
seul genre. L’analyse de la partie pratique est également d’un seul genre, mais
elle se partage en trois espéces. Montrons maintenant comment est 'analyse
de ces subdivisions.

I’analyse de la partie théorique est d’un seul genre. Il est vrai qu'une méme
partie théorique peut étre analysée de plusieurs /| manieres, mais ces manieres
ne relevent néanmoins que d’un seul genre. Ceci en effet car, si ce qu'on

10. Cercle appelé parfois excentrigue, dont le centre E est différent de U.

11. Les trois sections de la partie pratique sont les suivantes:
— avec discussion
— sans discussion: — déterminé
— indéterminé
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recherche est théorique, son analyse doit se faire par la poursuite des
propriétés de I'objet de la notion recherchée seulement. Si donc il est analysé
de plusieurs manieres, c’est-a-dire si on suit dans son analyse plusieurs
méthodes, alors son analyse, pour chacune de ces méthodes, ne se fait que par
la poursuite de ses propriétés, une fois supposé que ce qui est demandé est
donné d’une maniere completement achevée, et parfaite. Si on ne trouve pas,
de quelque maniere, pour ce demandé, des propriétés qui menent a une
propriete qui existe en lui, telle que, lorsqu’on la compose avec d’autres elle
produise ce demandg, il faut alors que I’analyste ajoute a cet objet des ajouts
qui ne I’éloignent pas de sa réalité; il doit ensuite examiner les propriétés de
Pobjet — il faut en effet que d’autres propriétés adviennent a 'objet en raison
de cet ajout; si, avec cet ajout, s’acheve 'analyse, alors c’est celle qui, si on
I'inverse, produit le demandé; sinon, on ajoute a cet ajout un autre ajout, et
ainsi de suite jusqu’a ce qu’adviennent, avec les ajouts, des propriétés qui, une
fols inversées et composees, produisent le recherche. Ces ajouts ne peuvent se
faire que par une intuition dans I’art, par laquelle on saisit les prémisses. Cette
intuition est celle que nous avons mentionnée précédemment, et la loi de cette
intuition est de rechercher un ajout tel que, si on le joint au premier objet, il
résulte de leur réunion une propriéte ou des propriétés qui n’existaient pas
avant cet ajout. Si I'analyste se tient dans cette voie, il ne peut qu’aboutir a
une propriété donnée, ou a une propriété fausse. Si cette voie mene a une
propriété donnée, alors la notion recherchée est valide et a une réalité; mais si

cette voie aboutit a une propriété fausse, la notion | recherchée est fausse et

)
n’a pas de réalité. Nous allons montrer ensuite par des exemples comment on
ajoute ces ajouts, comment on cherche leurs propriétés, comment on les

inverse et comment on les compose.

Si I'analyse méne ensuite a une propriété donnée et qui a une réalité, alors, si
on compose cette analyse, on montre a partir d’elle par la vraie démonstration
que la notion recherchée est vraie et indubitable. Mais, si ’analyse mene a une
donnée impossible, ceci indique que la notion recherchée est impossible, et
analyse elle-méme sera une démonstration de la fausseté de I'assertion, si
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Panalyse est faite comme démonstration par I’absurde; la démonstration par
Pabsurde revient en effet 4 supposer I'assertion selon ce qui y était consigné,
pour ensuite examiner ses consequences necessaires. Mais on a supposé dans
analyse qui mene a I'impossible I'assertion selon ce qui y a été consigné,
pour ensuite examiner ses conséquences nécessaires; ces conséquences ont
donc mené a 'impossible. L’analyse qui mene a I'impossible est donc une
démonstration par I’absurde de la fausseté de la notion recherchée. C’est de
cette maniere que se fait 'analyse des parties théoriques des notions mathéma-
tiques, ainsi que leur synthese.

L’analyse de la partie pratique est du genre des procédés ingénieux. On
cherche en effet a faire quelque chose qui soit de ces pratiques subtiles, or
toutes les pratiques subtiles sont du genre des procédés ingénieux. La
premiere chose que I'analyste doit faire a propos de I'analyse de ces parties
pratiques, est, aprés avoir supposé que le recherché est completement achevé
et parfait, d’examiner ses conséquences nécessaires, s’il existe suivant la qualité
demandée dans la pratique, et d’examiner ce qui s’ensuit nécessairement de ces
propriétés, et ce qui s’ensuit nécessairement de ses dernieres conséquences,
jusqu’a ce qu’il aboutisse a une chose donnée, comme nous 'avons montre
dans I'analyse de la partie théorique. S’il n’apparait pas a l’analyste de
propriétés qui menent au recherché, il ajoute a I'objet des ajouts, a partir
desquels des propriétés s’engendrent, comme nous en avons montré ’exemple
dans la partie théorique, et il examine les propriétés de ce qui se produit
jusqu’a ce qu’il aboutisse a une chose donnée; s’il aboutit ainsi 4 une chose
donnée, il examine alors pour chacune de ces proprietés comment on peut
trouver cette propriété, et comment concevoir [’astuce pour la trouver, pour
qu’elle ait lieu, et qu’elle se réalise selon la qualité qui dérive nécessairement
de la forme de la notion dont on cherche Iexistence. Dans sa réflexion sur le
mode de découverte de chacune de ces propriétés, et sur 'imagination d’une
ruse pour faire venir cette forme a Dexistence, il lui apparait que cette
propriété requiert une condition et une discussion, ou n’en requiert pas. Si
elle est de ces propriétés qui requierent une condition, alors il lui apparait que
cette propriété peut ne pas exister, que son existence peut n’avoir pas lieu ou
qu’elle peut exister. C’est lorsqu’il met ainsi en balance qu’il lui apparait que
le recherché requiert une discussion. Cest alors qu’il faut qu’il suppose
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Pexistence de cette propriété ou de cette notion dont I’existence I’a emporté,
et se demande quand il est possible qu’elle s’achéve, et quand il n’est pas
possible qu’elle s’acheve. Si alors la qualité par laquelle s’acheve la découverte
de cette propriété ou de ce recherché se fixe pour ’analyste, I’analyse s’acheve,
et s’achéve la découverte du recherché. Si dans sa réflexion et sa considération
astucieuse du moyen de trouver les propriétés et les notions par lesquelles
s’acheve le recherché, il ne rencontre rien d’impossible pour les trouver qui
s’oppose a4 une partie d’entre elles, alors ce recherché ne requiert ni condition
ni discussion. Dans ce cas, il s’applique a faire passer a Iacte ces propriétés
qui sont apparues; mais en faisant passer a 'acte ces propriétés et ces notions,
il lui apparait que ces propriétés, ou I'une de ces propriétés, s’acheévent de
plusieurs manieres, ou ne s’achevent que d’une seule maniere. Si chacune de
ces propriétés ne s’acheve que d’une seule manic¢re, alors ce qu’on recherche
n’est pas indéterminé. Et si ces propriétés, ou 'une d’elles, s’acheévent de
plusieurs manieres, alors ce qu’on recherche s’achéve de plusieurs manieres. Si
donc I'analyse, dans cette partie, aboutit également a I'impossible, alors ce
qu’on recherche ne s’achéve pas. Toutes ces subdivisions,/ qui constituent
'analyse de la partie pratique, sont d’un méme genre, et la méthode pour les
analyser est semblable a I’analyse de la partie théorique, a cette difference pres
entre 'analyse de la partie théorique et 'analyse de la partie pratique, que
’analyse de la partie théorique est une recherche d’une propriété qui appar-
tient a la notion recherchée et qui existe en elle, alors que I’analyse de la partie
pratique consiste a concevoir la ruse pour trouver la notion demandée et pour
la faire passer a I’acte, et la méthode pour la trouver et la faire passer a 'acte
est de faire passer a lacte chacune des propriétés qui apparaissent dans
I'analyse.

Ce que nous venons d’exposer est 'ensemble des parties de P'analyse, et le
mode de chacune de ces parties; quand nous mentionnerons les exemples,
chacune de ces parties va s’éclairer et se dévoiler, et apparaitront le mode de
I'art de I'analyse et son existence en acte.

Quant aux lois de cet art et a ses fondements, sur lesquels s’acheve la
découverte des propriétés et la saisie des prémisses, et qui sont les bases des
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mathématiques, dont nous avons dit précédemment que la connaissance
préalable est en effet nécessaire a 'achevement de I'art de I'analyse; ce sont les
notions appelées «les connus». Les connus se partagent en cinq parties, qui
sont: le connu en nombre, le connu en grandeur, le connu en rapport, le
connu en position, le connu en forme. Le livre d’Euclide rendu par Les
Données comprend de nombreuses notions de ces connus, qui sont parmi les
instruments de l'art de 'analyse; et la majeure partie de I'art de I'analyse est
fondée sur ces notions, a ceci pres qu’il reste d’autres notions des connus dont
on ne peut se dispenser dans ’art de I'analyse, et dont on a besoin dans de
nombreuses occurrences, déduites par I'analyse, qui ne sont pas contenues
dans ce livre, et que nous n’avons trouvees dans aucun livre. Nous montrons
dans ce livre ce que nous utilisons | des connus dans les exemples de 'analyse
de ce traité, ce qui existe dans les livres, et également ce qui n’est pas
mentionné. Nous résumons chacune de ces notions connues, et nous dévoi-
lons sa realite; et nous engagerons dorénavant pour les connus un traité
indépendant, apres avoir achevé ce traité, dans lequel nous montrons les
essences des notions connues que I'on utilise dans les sciences mathématiques;
nous traiterons exhaustivement toutes ces parties, et nous mentionnerons tout
ce qui les concerne.

Nous disons ici: le connu, en termes généraux, est ce qui ne change pas, car
toute chose qui change et qui a dans sa nature le changement, n’a pas de
réalité déterminée, ni assignable. Si elle n’a pas une réalité déterminée et
assignable qui soit son essence, il n’est pas juste qu’elle soit connue, car il est
possible que tout ce qu’on connait d’elle change de ce qu’il a été; la chose ne
sera connue que si elle est fixe, selon un seul état, qui est son essence, qui lui
est propre. S’il en est ainsi, le connu est ce qui ne change pas. Maintenant que
Pessence du connu est mise en place, expliquons alors chacune des notions
connues que nous avions mentionnées précédemment et qui sont les mate-
riaux de I'art de I'analyse.

Nous disons: le connu en nombre est celui dont le nombre ne change pas,
et le nombre est une unité ou une somme composée d’unités; le connu en
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nombre est celui dont les unités ne changent pas, c’est-a-dire n’augmentent ni
ne diminuent. Le connu en grandeur est celui dont les grandeurs ne changent
pas, car le connu est ce qui ne change pas. Ce qui est connu d’une chose de
grandeur connue est sa grandeur. Le connu en grandeur est celui dont la
grandeur ne change pas. Les grandeurs se partagent en deux parties, naturel-
les et imaginaires. Les grandeurs naturelles sont les corps sensibles, leurs
surfaces, leurs dimensions, qui sont leur longueur, leur largeur et leur
profondeur. Les grandeurs imaginaires sont les grandeurs abstraites par
'imagination a partir des grandeurs sensibles; ce sont les dimensions qui sont
la droite, la surface, et le solide mathématique. Nous avons déterminé ces
notions dans notre livre a propos du Commentaire des postulats d’ Euclide; et a
part cela, ces notions sont fameuses chez quiconque a touché a la géométrie:
leur célébrité nous dispense de les déterminer en cet endroit. Le connu en
grandeur est celui dont la grandeur ne change pas; mais la grandeur est la
dimension ou les dimensions, donc le connu en grandeur est celui dont la
dimension ou les dimensions ne changent pas, c’est-a-dire que sa dimension
ou ses dimensions n’augmentent ni ne diminuent.

Le connu en rapport est celui dont le rapport ne change pas. Mais le
rapport est la mesure de la quantité de ce qui est rapporté a la quantité de ce a
quoi on le rapporte. Mais le rapport ne peut étre que entre deux grandeurs
d’une meéme espece, et qui sont réunies sous une méme définition. Le rapport
est dans les deux especes, qui sont les nombres!? et les grandeurs. Quant au
rapport qui est dans les nombres qui sont plus grands que un, il revient
entierement a une seule base, qui est: 'un des deux nombres est des parties de
I’autre nombre, si on rapporte le plus petit au plus grand, et si on rapporte le
plus grand au plus petit; et si on rapporte les égaux 'un a 'autre, chacun
d’eux sera des parties de ’autre tout en lui étant égal, car chacune des unités
qui sont dans le nombre est une partie de 'autre nombre, et tout nombre plus
grand que un est une réunion d’unités; et tout nombre est des parties de tout
nombre; ainsi pour deux nombres, I'un est des parties de 'autre; le connu en
rapport, parmi les nombres, ce sont deux nombres dont les parties de I'un par
rapport a I'autre ne changent pas, c’est-a-dire que les unités de chacun d’eux
n’augmentent ni ne diminuent. Quant au rapport qui est dans les grandeurs, il
se partage en deux parties: un rapport numeérique, €t un rappoft non
numeérique. Nous avons montré la distinction de chacun de ces deux rapports

12. Littéralement: «le nombre» — singulier qui désigne un pluriel.
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dans notre livre sur le Commentaire des Postulats {d’Euclide ), et nous y avons
montré que chacun de ces deux rapports existe dans les grandeurs. Nous
éclairons ici chacun de ces deux rapports par un bref propos, a partir duquel
on éclaire leur sens. Le rapport numérique qui est entre deux grandeurs est
celui | par lequel le rapport de 'une de ses deux grandeurs a autre est égal au
rapport d’'un nombre a un nombre. Et le rapport non numérique est celui par
lequel le rapport de ses deux grandeurs n’est pas le rapport d’un nombre a un
nombre; mais le rapport par lequel 'une de ses deux grandeurs a 'autre est le
rapport d’'un nombre 4 un nombre, est celui par lequel 'une de ses deux
grandeurs est une partie ou des parties de lautre, c’est-a-dire que nous
pouvons partager chacune d’elles en parties égales, de sorte que chacune des
parties de I'une soit égale a chacune des parties de 'autre, ou que l'une soit
mesuréee par I'autre. Le rapport non numérique est celui pour lequel ceci n’est
pas possible.

Le rapport connu, qui est entre deux grandeurs, se partage en deux parties.
L’une des parties est lorsque le rapport de 'une des deux grandeurs a I’autre
est égal au rapport d’'un nombre connu a un nombre connu et l'autre partie
est lorsque le rapport de I'une des deux grandeurs a I'autre est égal au rapport
d’une grandeur connue, qu'on peut trouver et repérer, a une grandeur
connue, qu'on peut trouver et repérer. Il est possible de réunir les deux
parties sous cette partie; on dit alors: le rapport connu qui est entre deux
grandeurs est tel que le rapport de I'une de ses deux grandeurs a I'autre est
égal 4 un rapport d’'une grandeur connue qu’on peut trouver et repérer, a une
grandeur connue qu’on peut trouver et repérer; car, pour deux grandeurs
dont le rapport de 'une a I'autre est égal au rapport d’'un nombre connu 4 un
nombre connu, il est possible de trouver deux grandeurs suivant leur rapport.
Le rapport connu entre deux grandeurs est donc tel qu’on peut trouver deux
grandeurs connues suivant le rapport de ses deux grandeurs. Si on trouve
deux grandeurs connues suivant le rapport de deux grandeurs, alors le
rapport entre ces deux grandeurs ne change pas, car les deux grandeurs
connues ne changent pas, étant donné qu’elles sont connues.
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Le connu en position, c’est celui dont la position ne change pas. Quant a ce
qu’est la position, c’est la situation!?, et la situation s’établit par rapport a une
chose posée. La position est dans le corps, dans la surface, dans la ligne et
dans le point. La position dans le corps se partage en deux sortes: ou bien elle
peut etre relative a une chose fixe, ou bien / elle peut étre relative a une chose
mobile. Ce qui est relatif a une chose fixe, c’est ce qui ne se déplace ni ne se
meut par aucune sorte de mouvement; le corps de position connue relatif a
une chose fixe est celui dont la distance de chacun de ses points aux points
fixes qui se trouvent dans la chose fixe est une méme distance qui ne change
pas; cette partie est celle appelée de position connue absolument. Quant au
corps de position connue relativement a une chose mobile, c’est celui dont la
distance de chacun de ses points a tout point de cette chose mobile est une
meéme distance, qui ne change pas. Il s’ensuit que ce corps, qui est de position
connue, quand la chose a laquelle il est relatif se meut, se meut d’un
mouvement égal 2 son mouvement, de sorte que les distances entre chacun de
ses points et tout point de la chose a laquelle il est relatif soient les mémes
distances que celles qui étaient entre eux, comme une partie déterminée des
parties du corps mobile, et comme [l'organe déterminé des organes de
’homme. Les distances de chaque point de la partie déterminée des parties du
corps a chaque point des parties du corps qui restent ne changent pas;
cependant si ce corps se meut, cette partie se meut par son mouvement et les
distances de chaque point de cette partie a chaque point du reste de ce corps
sont les meémes distances et ne changent pas. Cette partie est dite de position
connue par rapport a ceci ou a cela, et on ne peut se référer a ce connu en
position, sans se référer a 'autre chose par rapport a laquelle il est de position
connue, tout en se référant a lui. De méme, les surfaces de position connue se
partagent aussi en deux sortes et leur situation pour leur position est comme
la situation des corps, sans aucune différence: ou bien leur position est relative
a des surfaces, ou a des lignes, ou a des points fixes; ou bien leur position est
relative a des surfaces, ou a des lignes, ou a des points mobiles; et ces surfaces

13. Nous traduisons ici le terme qui habituellement rend le grec Béauc.
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seront en mouvement par le mouvement des choses auxquelles la position est

relative.,

De meme la position des lignes se partage en deux parties selon la méme
division que les surfaces; et de méme pour les points, si on dit: le point de
position connue absolument est celui dont la position est relative a un point
ou 4 des points fixes, et est celul qui ne se déplace ni ne se meut. Si on dit que
le point est de position connue par rapport a une chose mobile, ce sera celui
dont la distance a tout point de cette chose mobile est la meme distance, qui
ne change pas. Et si la chose se meut, le point se meut par son mouvement,
comme le centre du cercle, dont la distance a chaque point de la circonférence
du cercle est la meéme distance, qui ne change pas; et cependant, si le cercle se
meut, son centre se meut avec lui, comme pour le centre de la sphere, et
comme pour le sommet du cone; et de cela les exemples sont nombreux. Le
connu en position se partage donc en deux parties dans chacune des
grandeurs qui sont la ligne,/ la surface et le corps: il en est de méme pour les

points.

Quant au connu en forme, il n’existe que pour les figures; ainsi la figure de
forme connue est celle dont les angles sont connus, et dont les rapports de ses
cotés les uns aux autres sont connus. Les figures existent dans les surfaces et
dans les corps; les figures planes peuvent comprendre des figures de forme
connue, et les figures solides peuvent comprendre des figures de forme

connue.

Ce que nous avons mentionné, ce sont toutes les parties des connus, elles
sont toutes utilisées dans I'art de I’analyse; tous les connus, mentionnés par
Euclide dans son livre appelé Les Données'4, sont compris dans ’ensemble des
parties que nous avons mentionnées; et dans ce que nous avons mentionné, il
y a quelque chose qu’Euclide n’a pas mentionné: ce sont les choses mobiles de
position connue. Il reste encore dans ces parties une notion qu’aucun des
anciens n’a mentionnée, et que nous n’avons trouvée dans aucun livre; c’est
I’'une des notions dont on a besoin dans I'art de I’analyse, et dont 'utilité pour

résoudre les probléemes croit; nous mentionnons dans ce lieu certaines de ses

14. Clest ainsi qu’il I'appelle ici, contrairement a précédemment.
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68 IBN AL-HAYTHAM SUR L’ANALYSE ET LA SYNTHESE

parties pour les utiliser dans les exemples de I’analyse et pour montrer
comment utiliser ces connus, et comment le besoin se fait sentir de cette
notion; et nous allons exhiber ou elle satisfait dans I'art de D'analyse, et
Pinsuffisance des connus qui sont dans les livres a couvrir les parties des
notions connues; nous couvrirons ensuite toutes les parties des connus, et
nous tiendrons sur eux un propos exhaustif dans ce trait¢ dont nous allons
poursuivre la composition.

(PREMIER CHAPITRE)

- 1 — L’une {des notions) que nous allons exposer ici méme est que pour
tout couple de points de position connue, desquels on mene deux droites qui
se rencontrent en un seul point et sont telles que le rapport de 'une des
droites a I'autre soit un rapport connu, alors ce point est sur la circonférence

d’un cercle de position connue.

Exemple: Soient deux points A et B de position connue, desquels on mene
les deux droites AC et BC telles que le rapport de AC a CB soit égal a un
rapport connu qui est le rapport de G a E, rapport du plus grand au plus
petit.

Nous disons que le point C est sur la circonférence d’un cercle de position
connue. ‘

Démonstration: Joignons AB et prolongeons-la dans la direction de B
jusqu'a D. Construisons sur la droite AC au point C un angle égal a I'angle
CBD, que sa droite engendrée soit menée dans la direction de B et que I'angle

soit ACM. La droite CM sera alors a ’extérieur du triangle ACB, car I'angle
ACM est égal a 'angle CBD qui est plus grand que I'angle ACB.
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Fig. 1

Je dis d’abord que la droite CM rencontre la droite BD.

Prolongeons la droite AC au {point) N. L’angle NCM est alors égal a
'angle CBA et 'angle CBA est plus grand que I'angle CAB, car AC est plus
grande que CB et ceci car le rapport de AC | a CB est le rapport du plus
grand au plus petit, donc 'angle NCM est plus grand que 'angle CAB, donc
la somme des deux angles MCA et CAB est plus petite que deux droits, donc
les deux droites CM et AB forment!® dans la direction de B moins que deux
droits, donc les droites CM et AB se rencontrent dans la direction de B,
qu’elles se rencontrent au point D. Les deux triangles ACD et BCD sont donc
semblables car 'angle ACD est égal a P'angle CBD et 'angle ADC est
commun aux deux triangles, il reste donc langle BCD égal a 'angle CAD. Le
rapport de AD a DC est donc égal au rapport de CD a DB et est égal au
rapport de AC a CB. Mais le rapport de AC a CB est égal au rapport de G a E
qui est connu, donc le rapport de AD a DC est égal au rapport de G a E.
Posons le rapport de E a S égal au rapport de G a E, donc le rapport de E a S
est égal au rapport de CD a DB. Le rapport de AD a DB est donc égal au
rapport de G a S. Et le rapport de G a E est connu, donc le rapport de E a4 §

1. Littéralement: se rencontrent sur.
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est connu et le rapport de G a S est connu, comme il a été montré dans la
huitieme proposition des Données's. Donc le rapport de AD a DB est un
rapport connu, donc le rapport de AB a BD est connu, comme il a été montré
dans la cinquieme proposition et la huitieme proposition des Données. Mais
AB est de grandeur et de position connues, donc la droite BD est de grandeur
connue comme il a été montré dans la deuxieme proposition des Données.
Donc le point D est connu, la droite AD est de grandeur connue, la droite
DB est de grandeur connue et la surface entourée par les deux droites AD et
DB est de grandeur connue comme il a été montré dans la cinquantieme
proposition des Données. Mais la surface entourée par les deux droites AD et
DB est égale au carré de DC, car DC est moyenne en proportion entre elles.

La droite DC est donc de grandeur connue. Faisons DH égale a DC, alors la
droite DH est de grandeur connue et son point D est connu, donc le point H
est connu, donc la droite DH est de position connue. Posons D comme centre
et tragons avec la distance DH un cercle, il passe alors par le point C car DC
est égale a DH, soit le cercle HCI; le cercle HCI est donc de position connue,
car son centre est de position connue, son rayon est de grandeur connue et il
passe par le point C; le point C est donc sur la circonférence d’un cercle de
position connue qui est le cercle | HCI. Ce qu’il fallait démontrer.

— 2 — Nous disons également: s’il existe un cercle de grandeur et de
position connues et un point de position connue, si on mene du point une
droite jusqu’a la circonférence du cercle et qu'on la prolonge jusqu’a ce que le
rapport de la premiere droite a la seconde droite soit un rapport connu, alors
le point qui est 'extrémité de la deuxiéme droite est sur la circonférence d’un
cercle de grandeur et de position connues.

Exemple: Le cercle AB est de grandeur et de position connues et le point C
est connu. On meéne du point C la droite CA que 'on prolonge jusqu’a D, de
sorte que le rapport de CA a AD soit connu.

16. Pour les numéros des propositions des Données, nous nous contentons ici de reproduire
les numéros donnés par les manuscrits.
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Fig. 2

Je dis que le point D est sur la circonférence d’un cercle de grandeur et de

position connues.

Démonstration: Déterminons le centre du cercle, soit E: joignons CE,
prolongeons-la dans la direction de E, joignons EA et imaginons DG
parallele a la droite AE. Donc le rapport de GD a EA est égal au rapport de
DC a CA et est égal au rapport de GC a CE. Mais le rapport de DC a CA est
connu, car le rapport de DA a AC est connu, comme il a été montré dans la
sixieme proposition des Données. Le rapport de GD a EA est donc connu, le
rapport de GC a CE est connu, EA est de grandeur connue et EC est de
grandeur connue. La droite GD est donc de grandeur connue, mais la droite
GC est de grandeur connue comme il a été montré dans la deuxiéme
proposition des Données. Mais puisque les deux points C et E sont de position
connue, alors la droite CE est de position connue comme il a été montré dans
la vingt-cinquieme proposition des Données. La droite CG est donc de
grandeur et de position connues et son point C est connu, donc son point G
est connu comme il a été montré dans la vingt-sixiéme proposition des
Données. Posons le point G comme centre et tracons avec la distance GD de
grandeur connue, un cercle, soit le cercle DHI; alors le cercle DHI est de
grandeur et position connues, car son centre est de position connue et son

rayon est de grandeur connue. Or le point D est sur la circonférence de ce
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cercle, le point D est donc sur la circonférence d’un cercle de grandeur et de
position connues. Ce qu’il fallait démontrer.

— 3 — Nous disons également: si on a une droite de position connue et un
point C donné a Pextérieur de la droite, si on mene de ce point une droite
jusqu’a la droite de position connue et qui s’incline ensuite suivant un angle
connu, de sorte que le rapport des deux droites engendrées 'une a 'autre soit
un rapport connu, alors le point qui est 'extrémité de la deuxieme droite est

sur une droite de position connue.

Exemple: La droite AB est de position connue et le point C est connu; on
méne la droite CD au point D sur la droite AB connue. (La droite) CD est
inclinée sur la droite DE, entourant avec DE un angle connu, soit I'angle
CDE, de sorte que le rapport de CD a DE soit un rapport connu.

Je dis que le point E est sur une droite de position connue.

B D G A

Fig. 3

Démonstration : Joignons CE, donc le triangle CDE est de forme connue
comme il a été montré dans la trente-neuviéme proposition des Données,|
angle DCE est donc connu et 'angle CED est connu. Menons du point C
une perpendiculaire a la droite AB, soit CG; CG est donc de position connue
comme il a été montré dans la vingt-neuvieme proposition des Données. La
droite AB est de position connue et coupe la droite CG. Le point G est donc
connu comme il a été montré dans la proposition 24 des Données. La droite
CG est d’extrémités connues, elle est donc de grandeur et de position
connues. Construisons sur la droite CG l'angle GCH égal a I'angle DCE
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connu, donc la droite CH est de position connue comme il a été montré dans
la vingt-huitieme proposition des Données. Posons le rapport de GC a CH égal
au rapport de DC a CE qui est connu. Donc CH est de grandeur connue
comme il a été montré dans la premiere proposition des Données. Joignons
EH. Puisque P'angle GCH est égal a 'angle DCE, l'angle GCD est égal a
angle HCE. Mais puisque le rapport de GC a CH est égal au rapport de DC
a CE, le rapport de GC a CD est égal au rapport de HC a CE. Donc le
triangle HCE est semblable au triangle GCD, donc I'angle CHE est égal a
'angle CGD. Mais I'angle CGD est droit, donc 'angle CHE est droit. On a
donc mené du point /| H connu la droite HE entourant avec HC, qui est de
position connue, un angle connu. La droite HE est de position connue, donc
le point E est sur une droite de position connue. Ce qu’il fallait démontrer.

Ces notions des Connus que nous avons exposées sont convaincantes dans ce
que nous utilisons et montrons dans ce traité sur la maniere de procéder par
I’analyse.

== /| Montrons maintenant, par des exemples, la maniere de procéder
par I'analyse et mentionnons, pour chacune des parties selon lesquelles nous
avons partageé toutes les notions déterminées par I’analyse, un exemple grace
auquel on dévoile la maniere de procéder pour résoudre les problemes qui
appartiennent a cette partie et la maniere de procéder par analyse pour les

déterminer.

Nous disons que I'exemple dans la partie théorique des problemes numéri-
ques est a l'exemple de notre énoncé: si on a des nombres successifs
proportionnels et qu'on sépare de chacun du second et du dernier, ’égal du
premier, alors le rapport de ce qui reste du second au premier est égal au
rapport de ce qui reste du dernier a la somme de tous les nombres qui le
précedent.

La maniere de procéder par I'analyse pour résoudre ce probleme est de
supposer l’énoncé parfaitement achevé et d’examiner les propriétés des
nombres sur lesquels porte cet énonce, puis (d’examiner) ce qui est néces-
saire a ces propriétés et ce qui est nécessaire a ce qul est nécessaire jusqu’a ce
que l'on aboutisse a une propriété donnée, comme nous [I’avons défini
précedemment.

—_—
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Soient les nombres successifs proportionnels, les nombres A, BC, DE, GH.
On sépare de BC — le second — {un nombre) CM égal a A et on sépare de
GH — le dernier — (un nombre) LH égal a A.

FI-E S g #1058 S NG

Fig. 4

Je dis que le rapport de BM 4 A est égal au rapport de GL a la somme de
DEBG et A

Supposons qu’il en soit ainsi et qu’on examine les propriétés de ces
nombres qui sont I’objet de la notion énoncée qu’il faut chercher pour
distinguer sa validité de sa non-validité. Si on examine les propriétés de cette
proposition, ce qui apparait d’elles en premier est que le second est plus grand
que le premier, car on ne peut séparer du second ce qui est égal au premier
que si le second est plus grand que le premier. Et si le second est plus grand
que le premier, alors chacun des nombres qui restent est plus grand que son
prédécesseur. Mais puisque ces nombres sont proportionnels, il nous faut
rechercher les propriétés des nombres proportionnels. Mais puisqu’on a
retranché de certains de ces nombres (certaines quantités), il faut rechercher
les propriétés des nombres proportionnels, desquels on a retranché (certaines
quantités). Il a été montré dans la douzieme proposition du septieme livre de
ouvrage d’Euclide que si de deux nombres on retranche deux nombres tels
que le rapport du tout au tout soit égal au rapport du retranché au retranché,
alors le rapport du reste au reste est égal au rapport du tout au tout. Il s’ensuit
que si on retranche de chacun de ces nombres le nombre qui le précede, alors
le rapport des restes les uns aux autres est égal au rapport des nombres
retranchés les uns aux autres. Si on permute le rapport, alors le rapport du
reste de 'un des nombres a ce qui lui a été retranché est égal au rapport du
reste de chacun de ces nombres a ce qui lui a été retranché. Cet examen est
Iintuition de I’art qui a nécessité un supplément au sujet; ce supplément est:
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la soustraction de chaque nombre du nombre qui lui succede. Nous séparons
donc du nombre DE, le troisieme, NE égal a BC et de GH, le quatrieme, TH
égal 4 DE; le rapport de GI 2 DN est donc égal au rapport de GH a DE, qui
est égal au rapport de IH a EN, donc le rapport de GI a IH est égal au
rapport de DN a NE. De méme, le rapport de DN 4 NE est égal au rapport
de BM a MC, donc le rapport de GI a IH est égal au rapport de DN a NE et
au rapport de BM a MC.

Si on examine les propriétés des nombres proportionnels d’une deuxieme
fagon, alors il existe un rapport de I'un des prédécesseurs a son homologue
parmi les successeurs egal au rapport de tous les prédécesseurs a tous les
successeurs, car cela a été montré dans la proposition 13 du septieme livre de
'ouvrage d’Euclide. Le rapport de la somme de GI, DN et BM a la somme de
IH, NE et MC est donc égal au rapport de BM a MC, et MC est égal a A.
Donc le rapport de la somme de GI, DN et BM a la somme de IH, NE et MC
est égal au rapport de BM a A. Mais IH, NE et MC sont les nombres | DE,
BC et A, donc le rapport de la somme de GI, DN et BM a la somme de DE,
BC et A est égal au rapport de BM a A. Mais I’énoncé était que le rapport de
BM a A est égal au rapport de GL a la somme de DE, BC et A./ La somme
des restes qui sont GI, DN et BM est donc égale au nombre GL.

Examinons maintenant: si ces restes — qui sont GI, DN et BM — ont une
somme égale au reste qui est GL, dans ce cas I’énoncé est vrai et il est une
notion valable; si la somme de ces restes n’était pas eégale au reste qui est GL,
alors I’énoncé serait faux et n’aurait aucune validite. Mais nous avons sépare
IH égal 2 DE et DE est plus grand que BC, donc IH est plus grand que BC.
Séparons donc de TH ce qui est égal a BC, soit KH. Mais BC est plus grand
que A, donc KH est plus grand que A et LH est égal a A, donc KH est plus
grand que LH. Mais puisque LH est égal 2 A et MC est égal a A, LH est égal
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a MC; puisque KH est égal 4 BC et que LH est égal a MC, KL est égal a BM,
et puisque IH est égal a DE et que KH est égal a NE, IK est égal a DN. Les
restes qui sont GI, IK et KL sont égaux aux restes qui sont GI, DN et BM.
Mais {la somme) des restes GI, IK et KL est le reste GL tout entier. Et si les
restes ont une somme égale 2 GL, alors I’énoncé est vrai et ne fait Pobjet
d’aucun doute. Ce que nous avons exposé est I'analyse de ce probleme a partir
de laquelle on a montré comment procéder par I’analyse pour ce probléme et
pour tout probleme numérique, théorique et valable.

La syntheése de ce probleme est: nous supposons les nombres successifs
proportionnels, soient A, BC, DE et GH; nous séparons du second et du
dernier ce qui est égal au premier, c’est-a-dire MC et LH. Nous séparons
ensuite de GH ce qui est égal 2 DE, soit HI, et nous séparons de HI ce qui est
egal a BC, soit HK. II est clair ensuite que les restes — qui sont GI, IK et
KL, dont la somme est GL — sont égaux aux excédents par lesquels les
grandeurs GH, DE, BC et A se surpassent les unes les autres. Mais cette
prémisse est celle a laquelle avait abouti I'analyse.

Fig. 5

De méme, le rapport {de la somme) de ces restes a {la somme) des
grandeurs DE, BC et A est égal au rapport de BM a A. Que les restes GI, IK
et KL soient égaux aux excédents des grandeurs GH, DE, BC et A, les unes
sur les autres, est évident car nous avons séparé les grandeurs HI, HK et HL
égales aux grandeurs DE, BC et A. Que les rapports de ces restes aux
grandeurs DE, BC et A soient égaux au rapport de BM a A; cela se montre
ainsi: le rapport de GH a HI est égal au rapport de HI qui est retranché, a
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HK, qui est retranché, et est égal au rapport de GI qui reste a 1K qui reste.
De méme, le rapport de IH a HK est égal au rapport de HK a HL et est égal
au rapport du reste, c’est-a-dire IK au reste, c’est-a-dire KL. Mais le rapport
de IH a HK est égal au rapport de GH a HI, qui est égal au rapport de GI a
IK, donc le rapport de GI a IK est égal au rapport de IK a KL. Si nous
permutons, le rapport de GI a IH est égal au rapport de IK a KH.

De méme, nous montrons que le rapport de IK a KH est égal au rapport de
KL a LH, donc le rapport de GI a IH est égal au rapport de IK a KH et est
égal au rapport de KL a LH. Mais le rapport de 'un des prédecesseurs a 'un
des successeurs est égal au rapport de tous les préedécesseurs a tous les
successeurs. Donc le rapport de KI. a LH est égal au rapport de GL a la
somme de IH, KH et LH; mais IH est égal a DE, KH est égal a BC, LH est
égal a A et KL est égal 2 BM, donc le rapport de BM a A est égal au rapport
de GL a la somme de DE, BC et A. Ce qu’il fallait démontrer.

Cette démonstration est 'inverse de Panalyse précédente, c’est-a-dire que
les prémisses utilisées dans cette démonstration sont les prémisses qui sont
apparues dans V'analyse, mais leur ordre est a I'inverse de leur ordre dans
Panalyse.

— § — Quant a I'exemple de ce qui mene a 'impossible, c’est comme
lorsqu’on dit dans cette méme proposition: si on a des nombres successifs
proportionnels et si on retranche du second un {nombre) égal au premier,
alors le rapport du nombre qui reste du second au premier est égal au rapport
du dernier nombre a la somme de tous les nombres qui le précedent.

Si on analyse cette notion, alors la méthode de 1’analyse est celle que nous
avons exposée: nous examinons les propriétés des nombres successifs propor-
tionnels et les propriétés de ce qu'on retranche d’eux. L’analyse aboutit a
retrancher de chaque nombre le nombre qui le précede et on a des restes de
sorte que le rapport de la somme des restes {a la somme) des nombres qui
ont été retranchés est égal au rapport du reste du second {nombre) au
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premier nombre. Mais les nombres desquels on a retranché les nombres qui
les précedent sont des nombres mesurés par le premier, et les retranchés sont
tous les nombres qui préceédent le dernier; le rapport de la somme des restes a
la somme des nombres qui précedent le dernier est donc le rapport du reste
du second au premier nombre. Or, I’énoncé est que le rapport du reste du
second au premier nombre est égal au rapport du dernier nombre 4 la somme
des nombres qui le précedent. Il s’ensuit par I'analyse que la somme des restes
est égale au dernier nombre, si on retranche de chaque dernier nombre!7 le
nombre qui le précede, alors (la somme) des restes sera inférieure au dernier
nombre d’une quantité égale au premier nombre. Car on a montré dans la
premiere analyse que la somme des restes est égale au nombre GL et que LH
est égal au premier. Cette deuxieme analyse mene donc a ce que la somme des
restes est le nombre GL; or il fallait que la somme des restes soit égale 4 GH
tout entier. I est alors nécessaire d’apres cette analyse que GL soit égal a GH,
ce qui est impossible./ L’analyse dans laquelle on a supposé {vrai) I’énonce,
c’est-a-dire le rapport du reste du second au premier est égal au rapport du
dernier nombre tout entier a la somme de tous les nombres qui le précedent, a
conduit a cette impossibilite.

Si analyse a mené a une notion fausse, la notion recherchée est fausse et
n’a aucune veérité, car 'impossibilité provient d’avoir supposé la notion
recherchée telle qu’elle. Cette analyse elle-méme est une démonstration que la
notion | recherchée est impossible, si on fait de cette analyse une démon-
stration par I’absurde comme nous ’avons montré précédemment. Clest selon
cet exemple que se fera I’'analyse de notions numeériques et théoriques, si elles

sont fausses.

{6) Quant a 'exemple dans la partie pratique avec discussion des problemes
numeériques, tel est notre énoncé: diviser deux nombres donnés suivant deux
rapports donnés.

Soient les deux nombres AB et CD et les deux rapports, le rapport de H a 1
et le rapport de K a L.

L’analyse de ce probléme se fera de la manicre suivante: nous supposons
que les deux nombres ont été divisés aux deux points E et G, que le rapport
de AE a CG est égal au rapport de H a I, que le rapport de EB a GD est égal
au rapport de K a L et que le rapport de H a I n’est pas égal au rapport de K

17. Littéralement: on retranche du dernier nombre. Il est évident que par «dernier», il entend
un nombre qui a un prédécesseur.
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a L. Donc le rapport de AE 4 CG n’est pas égal au rapport de EB 4 GD. 11 est
nécessaire que l'analyste examine les propriétés des differents rapports. S’il
examine les propriétés des différents rapports, il lui sera clair que I'un des
deux rapports est plus grand que lautre. Il s’ensuit que l'un des deux
rapports, AE a CG et EB a GD, est plus grand que l'autre. Cest tout ce qui
peut se dégager ict. Si donc Ianalyste n’ajoute rien a cet objet qui puisse
dégager une propriété supplémentaire, la recherche de cette notion ne
s’achevera pas. Or cet ajout requiert intuition pour que I'ajout engendre une
propriété supplémentaire. L’ajout qui engendre une propriété supplémentaire
est d’accroitre le plus petit des deux rapports pour qu’il devienne comme le
plus grand ou de diminuer le plus grand rapport pour qu’il devienne comme
le plus petit. Soit le rapport de EB a GD plus petit que le rapport de AE a
CG. Posons le rapport de EB a GM égal au rapport de AE a CG, donc GM
sera plus petit que GD et le rapport de AB 2 CM sera égal au rapport de AE a
CG. Mais le rapport de AE a CG est égal au rapport de H a I. Le rapport de
AB a CM est donc égal au rapport de H a 1. Mais le rapport de AB a CM est
plus grand que le rapport de AB a CD, donc le rapport de AB a CD est plus
petit que le rapport de H a I. De méme, puisque le rapport de EB a GD est
plus petit que le rapport de AE a CG, le rapport de EB a GD est égal au
rapport de AE a4 un nombre plus grand que GC, que celui-ci soit le nombre
GP tout entier. Le rapport de AE a PG est donc égal au rapport de EB a GD
et est ¢gal au rapport de AB tout entier 2 PD tout entier. Donc le rapport de
AB a PD est égal au rapport de EB a GD. Mais le rapport de EB a GD est
égal au rapport de K a L, donc le rapport de AB a PD est égal au rapport de
K a L. Mais le rapport de AB a PD est plus petit que le rapport de AB a CD,
donc le rapport de AB a CD est plus grand que le rapport de K a L. Le
rapport de AB a CD est donc plus grand que I'un des deux rapports supposés
et plus petit que I'autre rapport.

L’analyse a donc mené a ce que le rapport de I'un des deux nombres
supposés a 'autre est plus grand que 'un des deux rapports supposés et plus
petit que I'autre rapport, et 4 ce que I'un des deux rapports donnés est le
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92 IBN AL-HAYTHAM SUR L’ANALYSE ET LA SYNTHESE

rapport de 'un des deux nombres a une partie de lautre, et que l'autre
rapport est le rapport de ce nombre a un nombre plus grand que lautre. Que
I"analyste examine a ce stade le rapport des deux nombres donnés; s’il est plus
grand que I'un des deux rapports et plus petit que P'autre, alors ce que 'on
recherche est possible, et s’il n’est pas plus grand que I'un des deux rapports
et plus petit que 'autre, alors ce que ’on recherche n’est pas possible.

Fig. 6

[’analyse a également abouti a ce que le rapport de AE a PG est égal au
rapport de EB a GD, donc le rapport AE a EB est égal au rapport de PG 2
GD. Nous trouvons aussi que le rapport de AB a CM est égal au rapport de
AE a CG, donc le rapport de AE a CG est égal au rapport de EB a GM.
Donc le rapport de AE a EB est égal au rapport de CG a GM. Mais le rapport
de AE a EB est égal au rapport de PG a GD, donc le rapport de CG a GM
est égal au rapport de PG a GD et est égal au rapport du reste, qui est PC, au
reste, qui est MD.

L’analyse a donc abouti a ce que le rapport de deux parties de CM, 'une a
'autre, est égal au rapport de CP qui est 'excédent de PD sur DC a MC qui
est la difference entre CM tout entier et CD. Cette notion est possible et n’est
pas difficile, c’est-a-dire qu’il est possible de partager CM en deux parties
telles que le rapport de 'une 4 I'autre soit égal au rapport de PC, qui est
'excédent, a MD qui est la difféerence.

Si I’analyse aboutit a4 une notion possible, si cette analyse est alors inversée
et composée, elle produit ce que I'on cherche; les propriétés qui ont éte
dégagées par ’analyse seront des prémisses a partir desquelles on compose un
syllogisme démonstratif qui indique la vérité de 'existence | de ce que I'on
cherche.

La synthése de ce probleme se fera comme nous allons le décrire: nous
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supposons {donnés) les deux grandeurs et les deux rapports, que le rapport
de l'une des deux grandeurs a l'autre soit plus grand que l'un des deux
rapports et plus petit que l'autre rapport. Nous posons le rapport de AB a
CM égal au rapport de H a I qui est le plus grand des deux rapports, CM sera
donc plus petit que CD. Nous posons le rapport de AB a DP égal au rapport
de K a L qui est le plus petit des deux rapports, DP sera alors plus grand que
CD. Nous posons le rapport de CG a GM égal au rapport de PC 2 MD et
nous posons le rapport de AE a EB égal au rapport de CG a GM.

B E A

D M GRS

T I
Fig. 7

Je dis que le rapport de AE a GC | est égal au rapport de H a I et que le
rapport de EB a GD est égal au rapport de K a L.

Démonstration: Le rapport de CG a GM est égal au rapport de CP a MD,
donc le rapport de CG a GM est égal au rapport de PG a GD. Mais le rapport
de CG a GM est égal au rapport de AE a EB, donc le rapport de AE a EB est
égal au rapport de PG a GD. Si nous permutons, le rapport de AE a PG sera
donc égal au rapport de EB a GD et égal au rapport de AB tout entier a PD
tout entier. Mais le rapport de AB a PD est égal au rapport de K a L, donc le
rapport de EB a GD est égal au rapport de K a L.

De méme, puisque le rapport de AE a EB est égal au rapport de CG a GM,
le rapport de AE a CG est egal au rapport de EB a GM et est égal au rapport
de AB tout entier a CM tout entier, le rapport de AE a CG est donc égal au
rapport de AB a CM. Mais le rapport de AB a CM est égal au rapport de H a
[, donc le rapport de AE a CG est égal au rapport de H a I. Nous avons donc
partagé chacun des deux nombres AB et CD en deux parties, de sorte que le
rapport de I'une des deux parties de AB a 'une des deux parties de CD soit
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96 IBN AL-HAYTHAM SUR L’ANALYSE ET LA SYNTHESE

égal au rapport de H a I et que le rapport de 'autre partie de AB a 'autre
partie de CD soit égal au rapport de K a L. Ce qu’il fallait démontrer.

C’est de cette maniere que se fera la synthese de ce probleme. Toutes les
prémisses que nous avons utilisées dans la division et dans la démonstration
de la vérité de la division sont les propriétés qui ont été dégagées au cours de
'analyse. Leur ¢élaboration a eté faite grace aux ajouts et a la poursuite de la
recherche. Mais cette construction a été réalisée en supposant que le rapport
de I'une des deux grandeurs a l'autre est plus grand que l'un des deux
rapports et est plus petit que I'autre rapport. Or cette notion est la discussion
de ce probleme, car il a été achevé apres avoir pris seulement pour condition
cette notion.

Il nous reste donc a montrer que si le rapport des deux nombres n’est pas
plus grand que I'un des deux rapports et n’est pas plus petit que 'autre, alors
les deux nombres ne peuvent pas étre partages suivant les deux rapports.

g

B E A
D M (&5 (G 1
o— -I-—a{ wil—w

K Iz

Fig. 8

Reprenons les deux nombres et les deux rapports. Que le rapport de AB a
CD ne soit pas plus grand que I'un des deux rapports et plus petit que l'autre,
alors le rapport de AB a CD sera ou bien égal a 'un des deux rapports ou
bien plus grand ou bien plus petit que les deux.

Que le rapport de AB a CD soit d’abord égal a I'un des deux rapports qui
est le rapport de H a 1. Supposons que les deux nombres ont été partages
suivant les deux rapports comme nous 'avons fait précédemment, et que le
rapport de AE a CG soit égal au rapport de H a I. Le rapport de EB 2 GD est
donc égal au rapport de K a L. Puisque le rapport de AB a CD est égal au
rapport de H a I et que le rapport de AE a CG est égal au rapport de Ha I, le
rapport de AE a CG est égal au rapport de AB a CD. Donc le rapport de EB
a GD est égal au rapport de AB a CD et est égal au rapport de H a I. Mais le
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98 IBN AL-HAYTHAM SUR I’ANALYSE ET LA SYNTHESE

rapport de EB a GD était égal au rapport de K a L, donc le rapport de H a 1
est égal au rapport de K a L. Mais ces deux rapports étaient différents par
hypothese, ce qui est impossible.

L’analyse a donc abouti 2 une prémisse qui n’est pas donnée, on ne peut
donc pas faire la synthese de cette analyse, car la derniere prémisse a laquelle
I'analyse a abouti n’est pas donnée. S’il n’est pas possible de faire la synthése
de l'analyse, on ne peut pas achever la division cherchée, ni établir la
démonstration de la veérité de celle-ci.

Si le rapport de AB a CD est plus grand que les deux rapports, supposons
{donné) ce que 'on cherche, c’est-a-dire que le rapport de AE a CG est égal
au rapport de H a I et que le rapport de EB a GD est égal au rapport de K a
L. Le rapport de AB a CD sera donc plus grand que le rapport de AE a CG,
et plus grand que le rapport de EB a GD. Posons le rapport de AE a PG égal
au rapport de AB a CD, PG sera donc plus petit que CG. Posons le rapport
de EB 2 GM égal au rapport de AB a CD, GM sera donc plus petit que GD.
PM sera donc plus petit que CD tout entier. Mais le rapport de AE a PG est
égal au rapport de EB a2 GM, donc le rapport de AE a PG est égal au rapport
de AB a PM. Mais le rapport de AE a PG est égal au rapport de AB a CD,
donc le rapport de AB a PM est / égal au rapport de AB a CD, donc CD est
égal a PM, ce qui est impossible.

Si le rapport de AB a CD est plus petit que les deux rapports, alors la
somme de PG et GM est plus grande que CD; or il est nécessaire qu’elle lui
soit égale.

Ainsi, quand le rapport de AB a CD n’est pas plus grand que 'un des deux
rapports et plus petit que I'autre rapport, I'analyse aboutit a une prémisse
fausse. Et si I'analyse aboutit a une prémisse fausse, cette analyse sera une
démonstration que ce que l'on recherche n’est pas possible et ne peut pas
exister si on fait de cette analyse une démonstration par I’absurde, comme
nous l'avons fait dans cette analyse. Ce que nous avons montré est une
démonstration | de la discussion.

{7> Quant a 'exemple dans la partie pratique sans discussion des problemes
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100 IBN AL-HAYTHAM SUR L’ANALYSE ET LA SYNTHESE

numeériques qui ont lieu d’une seule fagon, tel est notre énoncé: partager un
nombre donné en deux parties, de deux maniéres, de sorte que la grande
partie dans la premiere division soit le double de la petite partie dans la
deuxieme division et que la grande partie dans la deuxieme division soit le
triple de la petite partie dans la premiere division.

(

A
Fig. ¢

Que le nombre donné soit AB, nous voulons partager AB en deux parties
deux fois de la mani¢re que nous avons présentée. Supposons que le nombre
AB a été partagé en deux parties, deux fois, aux deux points C et D: la
premiere division au point C, la grande partie étant CB, et la deuxieme
division au point D, la grande partie étant AD. CB sera le double de BD,
donc CD est égal a DB. Mais AD est trois fois AC, donc DC est le double de
AC; or CD est égal a DB, donc BC est quatre fois CA, donc AB est cing fois
AC. Mais AB est connu, donc AC est connu et chacun des {nombres) AC et
CB est connu; DB est la moitié de BC, donc BD est connu. Les deux parties
AC et CB sont connues et les deux parties AD et DB sont connues.

[’analyse a abouti a des parties connues, et dont le rapport a la totalite du
nombre est connu. Mais tout nombre peut étre divisé en parties dont le
rapport a la totalité du nombre est connu. Et §’'il y a des fractions dans les
parties, alors si on multiplie le nombre par les nombres homonymes des

fractions, les nombres seront tous des entiers.

Cette analyse a abouti a une notion possible: la division d’'un nombre en
parties connues. Si on inverse cette analyse, on achéve par elle la construction
et on établit par I'analyse la démonstration de la vérité de celle-ci. Cette
analyse est de celles qui n’ont pas besoin d’ajout a 'objet.

La synthése de ce probléeme se fera en séparant’® du nombre AB son
cinquiéme, c’est la prémisse a laquelle a abouti I'analyse, soit AC; partageons
CB en deux moitiés au point D.

18. Littéralement: en divisant.
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o—
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Fig. 10

Nous disons: nous avons partagé AB suivant les deux rapports recherchés.

Démonstration: AB est cinq fois AC, BC est donc quatre fois CA. BD est la
moitié de BC, donc CB est le double de BD qui est 'un des deux {(nombres )
cherchés. Mais puisque CB est quatre fois CA et que CD est la moitié de CB,
CD est le double de CA. Donc DA est trois fois AC et il est le second
{nombre) recherché. AB a donc été partagé deux fois de la fagon cherchee.
Ce qu’il fallait faire.

Cette partie, parmi les parties pratiques, ne peut s’achever que d’une seule
maniere, puisqu’un seul nombre n’a qu’un seul cinquiéme et que ses quatre
cinquiemes ne se partagent en deux moitiés que par un seule division; un
nombre ne se partage donc suivant les deux rapports mentionnés que d’une

seule maniere.

{8) Quant a I'exemple dans la partie pratique sans discussion des problemes
numeériques indéterminés, tel est notre énoncé: trouver deux nombres carrés

dont la somme est un carré.

Supposons que cela a été trouvé et que ces deux nombres sont AC et CB,
AB est donc un carré. Que le nombre DE soit le coté du carré AB et le
nombre DG le coté du carré AC, donc le carré de DE est le nombre AB et le
carré de DG est le nombre AC. L’excédent du carré de DE sur le carré de DG
est donc le nombre CB et ’excédent du carré de DE sur le carré de DG est le
carreé de EG plus le double produit de DG par GE./ La somme du carré de
EG plus le double produit de DG par GE est un nombre carré, car il est égal
a CB qui est un carré. Si on retranche du carré CB le carré de EG, le reste est
le double produit de DG par GE, sa moitié est donc le produit de DG par
GE. Mais si on divise le produit de DG par GE, par EG, on obtient GD de la
division. Si donc on retranche du carré CB le carré de EG et si on prend la
moitié du reste que I'on divise par EG, on obtient GD de la division; si on
multiplie ensuite GD par lui-méme, on a AC, et AC plus CB est AB qui est le
carré de DE.
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Fig. 11

I’analyse a abouti a supposer un carré, un carré quelconque, duquel on
retranche ensuite un carré, un carré quelconque, a condition qu’il soit plus
petit que le premier; puis on partage le reste en deux moitiés, on divise
ensuite la moitié par le coté du carré retranché, on multiplie le résultat de la
division par lul meéme, puis on ajoute le résultat du produit au premier carré.

Cette notion est possible et n’est pas difficile; ainsi puisque cette notion est
possible, si on fait la synthese de cette analyse, la synthése aboutit a 'existence
de ce que I'on recherche et de plus, la démonstration de la vérité de ce que
I’on recherche s’acheve.

La synthése de ce probléme se fait de la maniere suivante: nous supposons
un nombre carré quelconque, soit AC; nous en séparons un carré quelconque
soit le carré dont le coté est DG, nous partageons ce qui reste de AC en deux
moitiés et nous divisons la moitié par le nombre DG, soit GE, ce qu’on
obtient de la division. Nous multiplions GE pat lui-méme, soit CB (le
produit), CB sera donc un carré et CA un carré.

Fig. 12

Je dis que AB qui est la somme des deux carrés est un carre.

Démonstration: AC est le carré de DG plus le double produit de DG par
GE, et CB est le carré de /| GE, donc AB tout entier est le carré de DG plus le
carré de GE plus le double produit de DG par GE. Mais le carré de DG plus
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le carré de GE plus le double produit de DG par GE est le carré de DE, donc
le nombre AB est le carré de DE, donc AB est un carré, et il est la somme de
AC et CB qui sont des carrés. Nous avons donc trouvé deux nombres carrés
dont la somme est un carré qui sont les deux nombres AC et CB. Ce qu’il
fallait faire.

Ce probleme est indéterminé, c’est-a-dire qu’il peut avoir de nombreuses
solutions. En effet, si nous supposons a la place du carré AC un autre carré,
autre que AC, et si nous faisons ce que nous avons fait pour AC, nous
obtenons deux carrés dont la somme est un carré. Ceci se montre comme pour
les deux carrés AC et CB. Si nous séparons du carré de AB un carré, autre que
le carré AC, c’est-a-dire un carré dont le coté est autre que DG, et si nous
faisons ce que nous avons fait pour DG, nous obtenons un carré autre que le
carré CB, et la somme de ce carré et du carré AC sera un carré.

Cest selon cet exemple que sont les problemes numeériques pratiques,
indéterminés et sans discussion.

Nous avons achevé les parties de I'analyse des problemes numériques.

{9 Quant aux problémes géométriques, I'exemple dans la partie théorique
des problémes géométriques est comme notre énoncé: la somme de deux
g q

cotés d’un triangle est plus grande que le coté restant.

Fig. 13

I’analyse de ce probléme est de supposer ’énoncé tel qu’il a été formulé.
Donc la somme des deux cotes AB et AC est plus grande que BC. Nous
examinons les propriétés du triangle pour dégager une propriété qui mene a
cela. Si on examine les propriétés du triangle tel qu’il est, on ne trouve pas
une propriété qui mene a la validité de cet énoncé. Il faut donc que I'analyste
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ait I'intuition d’un ajout qu’il ajoute a cette proposition pour engendrer une
propriété ou des propriétés qui ne se trouvent pas dans ce triangle tel qu’il
est. L’'un de ces ajouts que I'on peut ajouter pour engendrer une propriété
supplémentaire est de poser les deux cotés en une seule ligne; nous prolon-
geons BA et nous en séparons {une droite) égale a AC, soit AD. On a donc
BD plus grand que BC. Joignons CD, il vient le triangle BDC dont le coté
DB est plus grand que le coté BC. Or il a été montré dans la dix-huitieme
proposition du premier livre de 'ouvrage d’Euclide que le plus grand coté de
tout triangle est intercepté par le plus grand angle, I’angle BCD est donc plus
grand que P'angle BDC. Mais 'angle BDC est égal a 'angle ACD puisque AD
est égal a AC. L’angle BCD est donc plus grand que 'angle ACD, la chose est

en effet ainsi.

[’analyse a abouti a une notion donnée qui ne comporte aucun doute, c’est-
a-dire 'angle BCD est plus grand que 'angle ACD.

La synthese de cette analyse se fera comme nous allons le décrire:
prolongeons BA, comme il a été fait dans I'analyse, séparons AD égal a AC et
joignons DC. L’angle BCD est donc plus grand que I'angle ACD, c’est la
prémisse a laquelle a abouti lanalyse, et c’est celle que l'on pose au
commencement de la démonstration. Mais 'angle ACD est égal a 'angle
ADC, car AC est égal 2 AD; or cette prémisse a été montrée avant la derniere
prémisse, donc | 'angle BCD du triangle BCD est plus grand que Pangle
BDC. Le coté BD est alors plus grand que le coté BC d’apres ce qui a été
montré dans la dix-neuvieme proposition du premier livre de l'ouvrage
d’Euclide. Mais le c6té BD est égal a la somme des deux cotés BA et AC,
donc la somme des deux cotés BA et AC est plus grande que le coté BC. Ce

qu’il fallait démontrer.

On peut analyser cette proposition d’une autre maniere, c’est-a-dire qu’on
ajoute un ajout autre que le précédent!®. Parmi les ajouts possibles dans cette

19. Littéralement: un ajout autre que I'ajout qui a été ajouté dans cette manicre.
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proposition, on pose BD égal 2 AB. Puisque si BC n’¢était pas plus grand que
BA, la somme de BA et AC serait plus grande que BC, nous nous dispensons
de la démonstration.

Fig. 14

Si BC est plus grand que BA, il reste AC plus grand que CD, I'angle ADC
est donc plus grand que CAD. Mais il est ainsi car il est obtus; en effet angle
BDA est égal a 'angle BAD, car le coté BA est égal au coté BD et la somme
de deux angles d’un triangle est plus petite que deux droits, angle BDA est
donc plus petit qu’un droit, 'angle ADC est donc plus grand qu’un droit, il
est donc plus grand que 'angle DAC. L’analyse a donc abouti 4 une prémisse
donnée: I'angle ADC est plus grand que 'angle DAC et le coté BA est égal au
coté BD.

La synthése de cette analyse se fera de la maniere suivante: supposons le
triangle, séparons BD égal a BA et joignons AD; 'angle BAD est donc égal a
'angle BDA et leur somme est plus petite que deux droits. L’angle BDA est
donc plus petit qu'un droit, I'angle ADC est donc plus grand qu’un droit.
Mais la somme des deux angles ADC et DAC est plus petite que deux droits,
donc 'angle ADC est plus grand que 'angle DAC,/ le coté AC est donc plus
grand que le coté CD. Mais le coté AB est égal au coté BD, donc la somme
des deux cotés BA et AC est plus grande que le coté BC. Ce qu’il fallait
démontrer.

On peut analyser cette proposition de manieres autres que ces deux-la, mais
il suffit de ces deux manieres pour le but que nous nous sommes fixés, c’est-a-
dire de montrer par ces deux maniéres, parmi les propositions géométriques,
celles qui peuvent étre analysées de plusieurs manieres.




Sl Rl (3 (f_::LI o) 111

ol o) O 05 0L SV (T e 50 Jad O g S 1e
Ol e gxidy a}uuarh.;‘l_;Tc&,@gg;L{lr—:

|
|
Ad &
51 = = L =) >

gl 050 3z e el 2T 3 (T o el = 0 0 0B)
Lol OF elidy chmin WY SIS LSS ST Gyl o el >
Clo oo gl JS 30 pho o To o OV ST dyly o T o s
ool 3T Al (BB e o) TS0 Ll (B e aol g
s dlane dadds (] Lot Ls—ui»'*-@é-:?%;‘jyvb“g# cacls
o de B lo ddy s G e el 250 4405 O
T oo 3 O Jealy CEL 54 1 il oda Lo 0,5 el 1 ST
B e el \gegetty T30 gl e 3TO Ayl 0558 o5 T Juaiy 10
B =15 25T ksl ACB e odae) 5T Ryl (AEB e VTS O Ayl
o ks e kel T Ak [ TS Lyl e ol 2T Al (B
sy ¢ > dhs e el 2 TTO Wb (30 b oo o iy 5 >
OOl il
sia G oSy ) e s S ey JSa s s O S8y s
e Zeosded) JSKENY o ngomgl) e o 8 ) 2 g & Gkad | US™ gyl

0934 SMJ.B}.UE\UQ.

~ [l S ¢ e 13— [ ] (b T — b plal G S e e — ] il SOl ... Y24

[o~] O gl 2 (W) gyl 16 — [] Ll @ 1a 15



12 IBN AL-HAYTHAM SUR I’ANALYSE ET LA SYNTHESE

{10) L’analyse qui meéne a l'impossible dans la partie théorique des
problemes géométriques est a exemple de notre énoncé dans cette proposi-
tion: la somme de deux cotés d’un triangle est égale au troisieme coté.

L’analyse de ce cas se fera comme l'analyse précédente, c’est-a-dire que
nous prolongeons BA et nous séparons AD égal a AC; BD sera donc égal a
BC et I'angle BCD sera donc égal a I'angle BDC. Mais I'angle BDC est égal a
'angle ACD, car AD est égal a AC, donc I'angle BCD sera égal a 'angle
ACD, ce qui est impossible.

B
i
/W,
/ S
AV % C
/ s
/ e
D
Fig. 15

Comme I’analyse a mené a 'impossible, I'énoncé est faux. La démonstration
de sa fausseté est cette meéme analyse, si on la considere comme une
démonstration par ’absurde. En effet, si on suppose 'énoncé tel qu’il a été
formulé, c’est-a-dire que la somme de deux cotés d’un triangle est égale au
cOté qui reste et si on mene la démonstration a 'aide de prémisses qui ont été
montrées par l'analyse, alors le syllogisme sera démonstatif et il s’ensuit
nécessairement I'impossible qui s’ensuivait dans analyse.

C’est suivant cet exemple que se fera I'analyse de problémes géométriques
théoriques qui menent a I'impossible et c’est suivant cette démonstration, qui
est par I'absurde et engendrée par cette analyse que se fera la démonstration
de la fausseté de I’énoncé.

{x1) Quant a lexemple dans la partie pratique avec discussion des
problemes géométriques, tel est notre énoncé: diviser une droite donnée en
deux parties telles que la surface entourée par les deux parties soit égale 4 une
surface donnée.




;,;,UL,.L};,‘:JM}(;’.M ol 113
Al L) el ol 3 I U] 3 1 ol LG (6)
G Aha Ob sl g e e Gl 570 IS s 8 W e
Rzl e TO )2 01 gy ¢ ool sl ol o Lo 0,85 a5 LI,
R T N R -5
5 OsSCi o =T o STON 5=l Bgly e =50 Dby .m0 5

i ey 5 1 4yl Ju s > o

e g Loy e Oladly calbl gyedll 0 JBI U] Llsndl (ool 5 31,
3l b o el Cop 131 @l elidy sl Blay ok 13] atw )
Ol Gy ¢ U dhdll lgegons Obglow S s 0T 4oy (b
S pn Ji2 o pil g Blay 0080 oLl 0B ¢ ol g G ledlls 1o
ey JB) U oop SN Lelal) dewidl Pl LS 0,5 Ul s e
OMay Lo Ol 0y o) a0 Ay () Calsdly () Ola ) 1 Jee
SNl

O s Wl Ll JLLAL a 3gastl dosdl ol 8 O Bl
Ugbow Olendll & Lot ) el OS5 Doy L e Lot ot o
=[] ey G 9 =[] Al 2 18 = b sl S o ] Al 5 T L Y6

[ Jandl + Jasdl 1S = [ ] il 2 (V) 1o 13 = [ o] 2ol 2 &kl 12 — [ e Vit 1 D2 10



Si 523

114 IBN AL-HAYTHAM SUR L’ANALYSE ET LA SYNTHESE

Soient la droite AB et la surface C; supposons que la droite a été divisée au
point D et que la surface entourée | par les deux droites AD et DB soit égale a
la surface C.

Fig. 16

Si on examine les propriétés de cette proposition, on trouve que les deux
droites AD et DB sont ou bien égales ou bien différentes. Si elles sont égales,
alors la surface C est égale au carré de la moitié¢ de la droite AB. Si les deux
droites AD et DB sont différentes, alors la surface entourée par les deux
droites AD et DB est plus petite que le carré de la moitié¢ de la droite (AB).
La surface C sera donc plus petite que le carré de la moitié de la droite qui est
AB. Mais il n’est pas possible de partager la droite AB en deux parties telles
que la surface qu’elles entourent soit plus grande que le carré de la moitié de
la droite. Si donc la surface C est égale au carré de la moitié de la droite AB,
I’analyse aboutit a ce que la droite AB a été partagée en deux moitiés et ceci
est possible. Si la surface C est plus petite que le carré de la moitie de la
droite, que Pexcédent du carré de la moitie de la droite sur la surface C soit la
surface G. Partageons AB en deux moitiés au point E. La surface G sera egale
au carré de DE car le carré de EB est égal au produit de AD par DB plus le
carré de DE, et le carré de EB est égal a la somme des deux surfaces C et G et
le produit de AD par DB est égal a la surface C. Le carré de DE est donc égal
a la surface G et le carré de EB est connu, donc la somme des deux surfaces C
et G est connue et la surface C est connue, donc la surface G est connue, car si
on retranche d’une grandeur connue une grandeur connue, le reste est {une
grandeur) connue comme il a été montré dans la quatriéme proposition des
Données. Mais la surface G est égale au carré de ED, donc le carré de ED est
connu, la droite ED est donc connue; mais la droite EB est connue et le point
E est connu, le point D est donc connu.
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I’analyse a abouti a ce que la droite AB est divisée en un point connu qui
est le point D et que ED est connue; or si ED est connue, on peut la trouver.

De plus, il 2 été montré dans 'analyse que la surface C n’est pas plus grande
que le carré de la moitié de la droite AB.

La synthese de ce probleme se fera de la maniere suivante: si la surface C
est égale au carré de la moitié de la droite AB, nous partageons la droite AB
en deux moitiés; la surface entourée par les deux moitiés est donc égale a la
surface C. Si la surface C est plus petite que le carré de la moitié de la droite
AB, nous partageons la droite AB en deux moitiés au point E et nous
retranchons du carré de EB la surface C, il reste la surface G. Nous posons le
carré de ED égal a la surface G, la surface entourée par les deux droites AD et
DB sera égale a la surface C, car la surface entourée par les deux droites AD et
DB plus le carré de DE est égale au carré de EB, donc le carré de DE est
I’excédent du carré de EB sur la surface entourée par les deux droites AD et
DB. Mais la surface G est I'excédent du carré de EB sur la surface C, donc la
surface entourée par les deux droites AD et DB est égale a la surface C. Nous
avons donc partager la droite AB en deux moitiés au point E de sorte que la
surface entourée par les deux droites AD et DB soit égale a la surface C. Ce
qu’il fallait faire.

Fig. 17

Il / reste donc a montrer que si la surface C est plus grande que le carré de
la moitié de la droite AB, alors il n’est pas possible de partager la droite AB
en deux parties telles que la surface entourée par ces deux parties soit €gale a
la surface C, ce qui est une démonstration de la discussion. En effet, si la
droite AB est divisée en deux parties, alors la division est ou bien au milieu de
la droite, ou bien les deux parties sont différentes. Si la division est au milieu
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de la droite, alors la surface entourée par les deux parties est égale au carré de
la moitié de la droite. Si les deux parties sont différentes, alors la surface
entouree par les deux parties est plus petite que le carré de la moitié de la
droite. Pour toute division par laquelle la droite AB se divise en deux parties,
la surface entourée par les deux parties n’est donc pas plus grande que le carré
de la moitié de la droite. Si donc la surface C est plus grande que le carré de la
moitié de la droite, alors la droite ne se divise pas en deux parties qui
entourent une surface égale a la surface C.

{12) Et tel est notre énoncé: mener, d’un point connu a une droite connue
et illimitée, une droite qui lui est perpendiculaire.

Fig. 18

Soient A le point et BC la droite, nous voulons mener du point A a2 BC une
droite qui lui soit perpendiculaire. Nous supposons que ceci est fait et que la
perpendiculaire est AD. Si I'analyste examine la propriété de cette droite, il lui
apparait que toute droite menée du point A a la droite BC, a I'exception de la
droite AD, sera plus grande que la droite AD, car si on mene du point A 4 la
droite BC une autre droite, on engendre un triangle tel que 'un de ses angles
est droit, chacun des deux angles qui restent est donc aigu. Menons la droite
AE quelconque, AE sera donc plus grande que AD, car 'angle ADE est plus
grand que 'angle AED. Il s’ensuit également que si on fait la droite DG égale
a la droite DE et si on joint AG, alors AG sera égale 4 AE et GE sera divisée
en deux moitiés par AD. Il s’ensuit que [ si on meéne du point A a la droite
BC, deux droites égales, si on divise la droite qui est entre elles en deux
moitiés, et st on joint le point de division et le point A par une droite, alors
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cette droite qui les joint est perpendiculaire 4 la droite BC. Mais si AG et AE
sont égales, alors le cercle dont le centre est le point A et le rayon la droite
AE, coupe la droite BC aux deux points G et E tels qu’une portion de ce
cercle soit au-dela de la droite BC.

L’analyse a donc abouti a une chose possible, c’est-a-dire: tracer avec le
centre A un cercle coupé par la droite BC.

La synthese de ce probleme se fait en supposant au-dela de la droite BC un
point, soit le point H; on trace avec le centre A et la distance AH un cercle, il
coupe la droite BC en deux points, qu’elle le coupe aux points E et G, que
I'on joigne AE et AG et qu’on partage EG en deux moitiés au point D et
qu’on joigne AD. Les deux droites ED et DA sont égales aux deux droites
GD et DA et la base AE est egale a la base AG, donc 'angle ADE est égal a
'angle ADG, ils sont donc droits, donc la droite AD est perpendiculaire a la
droite BC. Ce qu’il fallait démontrer.

I est clair qu’il n’est possible de mener du point A a la droite BC qu’une
seule perpendiculaire, car si on mene du point A a la droite BC deux
perpendiculaires, il s’engendre un triangle dont deux angles sont droits, ce qui
est impossible.

{(13) Quant a 'exemple dans la partie pratique sans discussion qui a lieu
d’une seule maniere, tel est notre énoncé: mener d’'un point donné sur une
droite connue une droite qui lui est perpendiculaire.
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Fig. 20

Que le point soit A et la droite BC, nous voulons mener du point A une
droite qui soit perpendiculaire a la droite BC. Supposons que ceci est fait et
que la perpendiculaire soit AD. Si I'analyste examine la propriété de cette
droite, il lui apparait que pour toute droite menée du point A, a 'exception de
la droite AD, les angles qui sont de part et d’autre de cette droite sont
différents, et qu’on ne peut mener du point A qu’une seule droite telle que les
angles de part et d’autre {(de cette droite) soient égaux. Il apparait ensuite que
si on mene du point D deux droites a deux points de la droite BC de part et
d’autre du point A, telles que leur distance du point A soit égale, alors elles
seront égales. Le triangle engendré est donc isocele et le point A est le milieu
de sa base. Qu’il soit le triangle DEG, tel que EA soit égale a /| AG. L’analyse
a donc abouti a une chose possible, c’est-a-dire: construire sur une portion de
la droite BC, un triangle isocele tel que le point A partage sa base en deux
moitiés et cecl est une chose possible.

La synthese de ce probleme: séparons de la droite BC de part et d’autre du
point A deux droites égales, comme les deux droites AE et AG. Construisons
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sur la droite EG un triangle équilatéral, soit le triangle EDG, ce triangle sera
donc isocele. Joignons AD, les deux triangles qui sont de part et d’autre de
AD ont des angles égaux, donc 'angle EAD est égal a Pangle GAD, la droite

AD sera donc perpendiculaire a la droite BC. Ce qu’il fallait démontrer.

{14y Quant a exemple de la partie pratique sans discussion et indéter-
minée des problemes géométriques, tel est notre énoncé: un cercle étant
donné, et une droite illimitée a extérieur de ce cercle étant donnée, comment
construire un cercle tangent au cercle donné et tangent a la droite en méme
temps.

Soient le cercle AB et la droite CD, nous voulons tracer un cercle tangent
au cercle AB et tangent a la droite CD.

Nous supposons que ceci a eté fait. Soit un cercle BIG, qu’il soit tangent au
cercle AB au point B et tangent a la droite CD au point G; soient le point H
le centre de ce cercle et le point E le centre du cercle AB. Si 'analyste examine
les propriétés de cette proposition, ainsi que les propriétés du cercle tangent,
il trouve que pour deux cercles | tangents, la droite qui joint leurs deux
centres passe par le point de contact comme il a été montré dans le troisieme
livre de 'ouvrage d’Euclide. Joignons les deux points E et H, la droite EH
passe donc par le point B. S’il examine également la propriété du cercle
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tangent a une droite, il trouve que la droite menée du centre du cercle au
point de contact est perpendiculaire 2 la droite tangente. On joint la droite
HG perpendiculaire a la droite CD. Mais la droite HG est ou bien en
continuité avec la droite EH ou bien n’est pas en continuité avec elle. Si les
deux droites EH et HG sont en continuité, comme dans le premier cas de
figure, alors la droite EG est une droite et elle est perpendiculaire a la droite
CD. Mais le point E est connu, car il est le centre du cercle connu, et la droite
CD est de position connue par hypothese puisqu’elle a été donnée. Or, on a
mene du point E connu a la droite CD de position connue la droite EG qui a
entouré avec elle un angle connu. La droite EG est donc de position connue,
comme il a été montré dans la proposition 29 des Données. Mais la droite CD
est de position connue, donc le point G est connu comme il a été montré dans
la proposition 24 des Données. Les deux points E et G sont donc connus, la
droite EG est alors de grandeur et de position connues et le cercle AB est de
position connue, donc le point B est connu. La droite BG est alors de
grandeur connue et elle est partagée en deux moitiés au point H puisque
BHG est une droite, donc le point H est connu, la droite HB est de grandeur
connue, donc le cercle BIG est de grandeur et de position connues.

L’analyse a abouti 4 ce que I’on trace a partir d’un point connu de la droite
EG de position connue un cercle de grandeur connue; ceci est possible.




Sl el 3 b (27

C,,.j. AL 3L S e A @l gl Lasdl Ol g idl Ll
b,&pjcb-u,& UCJDJ@, el Sl e e s e
Y;‘y@\&cﬁﬁwuﬁu\hijcb}r.;.:y-(.lv—)d;
b e dalizal o phate 57 2 o s O OF L Aaliel o Seaze 3,5
by > bt fo sper gy piies bt b OB (Y Sl s
N Al wadl plee 5 bty Ll A1 S Y cdales &
TR N R
o B S G 8 el pslae A e Aagas Bl 4 LD
8 S G 8 e § dai cao)) pges > x> Lty L Slaall
O3l adlly il ke 5 a L (Olagles o Bk Ll e
L L e s il
pe O bty gl & daBS ke S0 b OV £ dab (e
ol 5B Aagae 5O 3508
L S S I S P - S e U M CE
O g Gl eglae 3515 s

i

Bail ¢ JSCI 8 — [ ] byl ¢ il 6 — [] il 1 s e a5~ [0) Rl 15 b 0552
[2] ol @il 59 - [2]



128 IBN AL-HAYTHAM SUR L’ANALYSE ET LA SYNTHESE

La synthese de ce probleme se fera comme nous allons le décrire: menons
du point E une perpendiculaire a la droite CD, soit EG. Cette perpendiculaire
coupe nécessairement la circonférence du cercle AB, qu’elle le coupe au point
B, partageons la droite BG en deux moitiés au point H et posons H comme
centre; on trace a partir du point H et a la distance HB le cercle BIG.

Je dis que le cercle BIG est tangent au cercle AB et est tangent a la droite
CD.

Démonstration: La droite HG est un diametre pour les deux cercles AB et
BIG, donc la perpendiculaire menée du point B a la droite EH est tangente
aux deux cercles, donc les deux cercles sont tangents. Mais puisque CD est
perpendiculaire au diametre BHG, alors le cercle BIG est tangent a la droite
CD. Nous avons donc tracé un cercle tangent au cercle AB et tangent a la
droite CD, qui est le cercle BIG. Ce qu’il fallait faire.

Fig. 24

Si les deux droites EH et HG ne sont pas en continuité comme dans le
deuxieme cas de figure, alors si I'analyste examine les proprietés de cette
figure, il trouve que la droite BH est égale a la droite HG; nous trouvons que
la droite EH excéde donc la droite HG d’une grandeur égale a la droite BE.
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Mais BE est d’une grandeur connue puisqu’elle est le rayon du cercle AB qui
est de grandeur et de position connues, car il a été donné. Si donc on ajoute a
la droite HG une droite égale a la droite EB, elle sera égale a la droite EH.
Prolongeons la droite HG dans la direction de G et séparons-en GK égale au
rayon du cercle AB. KH sera donc egale a HE; joignons EK. Le triangle
EHK sera donc isocele. Mais si | le point G est de position connue, (la
droite) HGK sera de position connue comme il 2 été montré dans la vingt-
huitieme proposition des Données et la droite GK sera de grandeur et de
position connues, et le point K sera donc connu. Mais le point E est connu
par hypothese, donc la droite EK est d’extrémités connues, elle est donc de
grandeur et de position connues, comme il a ét¢ montré dans la vingt-
cinquieme proposition des Données. 1.’angle EKH est connu car ses deux cotés
sont de position connue et 'angle KEH est connu car il est égal a I'angle
EKH. La droite EH est donc de position connue, le triangle EKH est
d’angles connus | et la droite KH est de position connue, donc les deux
droites KH et EH sont de position connue; or elles se sont coupées au point
H, donc le point H est connu.

[’analyse a abouti a ce que, quand le point G est connu, la droite GH qui
est le rayon du cercle tangent est de position connue et le point H qui est le
centre du cercle est donc connu. Ceci est une chose possible et n’est pas
difficile, c’est-a-dire que nous supposons un point sur la droite CD duquel est
menée une perpendiculaire a la droite CD, nous en séparons une droite égale
au rayon du cercle AB.
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La synthese de ce probleme se fera de la maniére suivante: étant donnés le
cercle et la droite, supposons sur la droite CD un point G quelconque.
Menons de ce point la perpendiculaire GH, prolongeons-la dans la direction
de G, séparons-en GK égale au rayon du cercle AB et joignons la droite EK.
L’angle EKG est donc aigu car P'angle CGK est droit. Construisons sur la
droite EK au point E un angle égal a I'angle EKH, soit I'angle KEB. La
droite EB rencontre donc la droite KH, qu’elle la rencontre au point H.
Puisque 'angle KEH est égal a 'angle EKH, la droite EH est égale a la droite
KH; mais la droite EB est égale a la droite KG, il reste la droite BH égale a la
droite GH. Posons le point H comme centre et tragons avec la distance HG
un cercle, il passe donc par le point B puisque HB est égale a HG, soit le
cercle BIG. Puisque la droite HE est un diametre commun aux deux cercles
AB et IG et que le point B est commun aux deux cercles, le cercle IG est
tangent au cercle AB. Mais puisque CD est perpendiculaire a la droite GH, le
cercle GI est tangent a la droite CD. Nous avons donc tracé un cercle tangent
au cercle AB et tangent a la droite CD, c’est-a-dire le cercle BIG. Ce qu’il

fallait faire.
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Il ressort de notre hypothése concernant le point G qu’il est possible de
construire de nombreux cercles, en nombre infini, chacun d’eux étant tangent
au cercle AB et a la droite CD. Ce probleme est donc indéterminé, puisque
par tout point supposé sur la droite CD, on peut mener une perpendiculaire a
la droite CD et on procede pour celle-ci comme on a procédé pour la
perpendiculaire GH. On prend sur cette perpendiculaire un point tel que si on
le pose comme centre d’un cercle, ce cercle sera tangent au cercle AB et 4 la
droite CD. Mais comme il est possible de mener a la droite CD une
perpendiculaire du point E, il est également possible de construire un cercle
qui soit tangent au cercle AB et tangent a la droite CD d’apres la premiere
propriété mentionnee.

Nous avons traité exhaustivement les exemples de toutes les parties des
problemes géométriques.

Quant aux problémes qui se rapportent a l'astronomie, la plupart se
rameénent aux problémes numeériques ou aux problémes géomeétriques, leurs
exemples sont les exemples précédents; parmi ces problemes il y a ceux qui se
rapportent aux explications des mouvements des astres.

{15 Nous présentons un exemple 2 partir duquel on montre I'analyse qui
mene aux notions déterminées en astronomie, un de ces exemples est le
mouvement du soleil.

Quand les anciens ont observé le mouvement du soleil et qu’ils 'ont
mesuré par rapport aux centres des instruments, grace auxquels ils ont observe
le soleil, et qui tenaient lieu de centre de I'Univers, ils ont trouvé que son
mouvement differe par les mesures relatives aux centres des instruments, c’est-
a-dire qu’ils ont trouvé que le soleil parcourt dans des temps égaux des angles
inégaux, aux centres des instruments. Mais ils étaient convaincus que les
mouvements des corps célestes ne peuvent étre qu’égaux, semblables, simples
et non composés car la substance des corps célestes est une substance simple,
non composée et ne comprend pas de différence. Ainsi, quand ils ont trouve
que les mouvements du soleil étaient differents, tout en supposant que ses
mouvements étaient égaux, ils ont cru que la position de I'orbe du soleil
nécessitait que les mouvements apparents?® du soleil soient différents de ses
mouvements réels et ils ont déterminé la position de son orbe par I'analyse.

20. Littéralement: ce qui apparait a la vision de ses mouvements.
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Mais il avaient trouve que le centre du soleil se meut dans un seul plan stable
qui coupe 'Univers. Pour eux, il était établi que la forme de 'Univers est une
figure sphérique, il s’ensuivait que le plan dans lequel se meut le centre du
soleil coupe la sphere de I'Univers, il s’ensuivait qu’un cercle s’engendre dans
la surface de la sphere | de 'Univers dont le centre est le centre de I’Univers.
IIs ont alors déterminé la position de ce cercle, ils ont considéré le mouve-
ment du soleil par rapport a la circonférence de ce cercle et ils 'ont trouvé
différent. A partir de cette différence, ils ont déterminé la position | de Porbe
du soleil qui est provoquée par le mouvement régulier du soleil. Leur
détermination de la position de cette orbe a été faite par I’analyse comme nous
allons le deécrire.

Fig. 26

Que le cercle, dont le centre est le centre de ’Univers dans le plan duquel
se meut le centre du soleil, soit le cercle ABCD de centre E. Puisque le centre
du soleil se meut toujours dans le plan de ce cercle, il est nécessaire que le
centre du mouvement régulier par lequel se meut le soleil soit également dans
le plan de ce cercle, que G soit le centre du mouvement régulier et que le
centre du soleil se meuve par un mouvement régulier sur la circonférence du
cercle HIMN. Si le centre du cercle HIMN était le centre du cercle ABCD, le
soleil aurait parcouru deux arcs semblables des deux cercles en un méme
temps, et le mouvement du soleil suivant la circonférence du cercle HIMN
serait également différent. Or le mouvement du soleil suivant la circonférence
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du cercle HIMN est régulier par hypothese, donc le centre du cercle HIMN
n’est pas le centre du cercle ABCD, donc le point G n’est pas le point E, donc
le point G est distinct du point E. L’analyse a abouti a ce que le centre du
mouvement régulier est autre que le centre du mouvement différent qui est le
centre de I’Univers.

Ils ont fait la synthese de cette analyse en joignant le point E et le point G
par une droite qu’ils ont prolongée de part et d’autre aux deux points A et C.
Ils ont mené du point E la droite EKL qui coupe les deux cercles et ont joint
GK. Si le soleil se trouve pour la vision sur la droite EL, alors il a parcouru
sur le cercle ABC 'arc AL et il a parcouru du cercle HIMN I'arc HK, car
dans sa rotation le soleil doit passer par le point H et il est vu par rapport aun
cercle ABCD au point A. §’il vient au point K, alors il se trouve pour la
vision sur la droite EKL, et alors il parcourt du cercle ABCD Parc AL et
parcourt du cercle HIMN I'arc HK. Mais 'arc HK est un peu plus grand que
Parc AL, car I'angle HGK est plus grand que 'angle AEL. Son mouvement
dans le cercle ABCD dans cette position sera plus lent que son mouvement
dans le cercle HIMN. Menons du point E la droite BED suivant des angles
droits, elle coupe le cercle ABCD en quarts égaux, et coupe le cercle HIMN
en parties différentes, I'arc AD est donc un quart de cercle et 'arc HN est plus
grand qu'un quart de cercle, I'arc DC est un quart de cercle et 'arc NM est
plus petit quun quart de cercle. Menons GK parallele a EN, 'arc HK est
donc un quart de cercle et I'arc KN est ’excédent de I’arc HN sur un quart de
cercle et il est la difféerence entre 'arc NM et un quart de cercle, il s’ensuit
pour cette position que I'arc IHN est plus grand qu'un demi-cercle et arc
IMN est plus petit qu’un demi-cercle.
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Si le mouvement du soleil sur le cercle HIMN est régulier, il faut qu’il
parcourt I'arc THN dans un temps plus long que le temps dans lequel il
parcourt Parc NMI. Mais s’il parcourt 'arc IHN, il parcourt dans le cercle
ABCD I’arc BAC qui est un demi-cercle et s’il parcourt I’arc NMI, il parcourt
dans le cercle ABCD P'arc DCB qui est un demi-cercle, donc le mouvement
du soleil dans le demi-cercle BAD est plus lent que son mouvement dans le
demi-cercle DCB, or celui-ci est le mouvement que 'on pergoit par la vision.

Puis ils ont également déterminé par 'analyse la grandeur de I’excédent de
Parc IHN sur I'arc NMI, a partir de la grandeur de Pexcédent du temps dans
lequel le soleil parcourt I'arc IHN sur le temps dans lequel il parcourt I'arc
NMI, car le rapport du temps au temps est égal au rapport de la distance 4 la
distance / si le mouvement et régulier.

Ils ont aussi déterminé a partir de la grandeur de 'excédent de I'arc IHN
sur le demi-cercle, la grandeur de la droite EG et son rapport a la droite GH.
Et de cette maniére ils ont déterminé par I'analyse les positions des orbes de
tous les astres errants, ainsi que ls grandeurs de ses orbes et ’éloignement de
leurs centres. Ceci est suffisant comme exemples de I'analyse en astronomie.

Quant aux notions qui se rapportent a la musique et aux problemes qu’on
peut déterminer a partir de cet art, ils se ramenent tous aux probléemes
numeriques.

{16) Comme exemple pour cela, notre énoncé: lintervalle d’octave est
composé de I'intervalle de quarte et de I'intervalle de quinte.

Soit lintervalle d’octave entre les deux degrés A et B, soit 'intervalle de
quarte entre les deux degrés C et D, soit P’intervalle de quinte entre les deux
degres E et F.
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Je dis que le rapport entre les deux degrés A et B est composé du rapport
entre les deux degrés C et D et du rapport entre les deux degrés E et F. Nous
supposons qu’il en soit ainsi. Soit 'intervalle de quarte entre les deux degrés
A et H, lintervalle de quinte est alors entre les deux degrés H et B,
intervalle entre les deux degrés | A et B est composé de I'intervalle entre les
degrés A et H et de lintervalle entre les deux degrés H et B. Puisque
Pintervalle de quarte est dans le rapport de un et un tiers, 'intervalle entre les
deux degrés A et H est dans le rapport de un plus un tiers; puisque
'intervalle de quinte est dans le rapport de un plus un demi, I'intervalle entre
les deux degrés H et B est dans le rapport de un plus un demi. Il est alors
nécessaire que l'intervalle entre les degrés A et B soit composé du rapport de
un plus un tiers et {du rapport) de un plus un demi. Mais le rapport composé
du rapport de un plus un tiers et {(du rapport) de un plus un demi est le
rapport du double. 11 est alors nécessaire que I'intervalle entre les deux degrés
A et B soit dans le rapport du double. Mais il en est ainsi parce que
I'intervalle d’octave est dans le rapport du double.

A H B
G DE F
Fig. 27

Ainsi I'analyse a abouti a la notion donnée, c’est-a-dire: 'intervalle d’octave
est dans le rapport du double, et c’est de cette fagon que se fera ’analyse de
tous les problemes de composition.

La synthese de ce probleme: I'intervalle d’octave se trouve dans le rapport
du double et le rapport du double est composé du rapport de un plus un tiers
et {du rapport) de un plus un demi. L’intervalle de quarte est dans le rapport
de un plus un tiers. L’intervalle de quinte est dans le rapport de un plus un
demi et lintervalle d’octave est composé de lintervalle de quarte et de
Pintervalle de quinte. Ce qu’il fallait démontrer.

Nous avons achevé les exemples de I’analyse de toutes les notions d’aprés
lesquelles se divisent les parties de toutes les sciences mathématiques. Dans
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tous ces exemples, nous avons cherché intentionnellement la facilité pour
rendre aisée, 4 celui qui étudie I’art de I’analyse, sa compréhension.

(DEUXIEME CHAPITRE)

Il nous reste 4 exposer des problemes d’analyse comportant quelques
difficultés pour qu’elle soit un instrument par lequel s’exerce celui qui
examine ce traité et un guide pour celui qui tente d’acquérir ’art de 'analyse
et que celui-ci soit orienté par les notions que I'on y utilise et par les ajouts
que I'on ajoute a ses objets pour qu’il puisse manier I'art de l'analyse, car
poursuivre la recherche de prémisses se fait par les ajouts que 'on ajoute et
par les propriétés qui s’en dégagent. Nous nous limitons dans ces exemples
seulement aux problemes numériques et aux problémes geomeétriques; ils sont
plus clairs et tous les autres problemes s’y rameénent.

{17 Parmi ces problemes, notre énoncé: trouver le nombre parfait.

Le nombre parfait est celul qui est égal 2 la somme de ses parties qui le
mesurent. Ce probléme est celui exposé par Euclide a la fin des livres
arithmétiques de son ouvrage. Il n’a cependant pas mentionné son analyse, et
rien dans ses propos ne montre comment il a trouvé le nombre parfait par
"analyse. Il I'a proposé seulement par synthése, comme pour les autres
problemes qu’il a inclus dans son ouvrage. Nous montrons ici comment on
trouve le nombre parfait par I’analyse, pour composer ensuite cette analyse.

La méthode de 'analyse de ce probleme: nous considérons que le nombre
parfait a été trouveé, qu’il soit par exemple le nombre AB, et que les parties
qui le mesurent soient les nombres C, D, E, G, H, I, L, M, N. Considérons
AB égal a l]a somme des nombres C, D, E, G, H, I, L, M, N. Nous examinons
ensuite les propriétés des nombres ayant des parties. Si on examine les
propriétés des nombres ayant | des parties, on trouve comme il a €t€ montré
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dans la proposition 36 du neuvieme livre, que si des nombres en nombre
quelconque, se succedent suivant le meéme rapport, et si on sépare du second
et du dernier un nombre égal au premier, alors le rapport du reste du second
au premier est égal au rapport du reste du dernier a la somme de tous les
nombres qui le préecedent. 1l s’ensuit que, étant donnés des nombres successifs
proportionnels qui sont dans le rapport du double, si on retranche de leur
second et de leur dernier un nombre égal au premier, alors le reste du second
sera égal au premier et le reste du dernier sera égal a la somme de tous les
nombres qui le précedent. Mais pour les nombres successifs qui sont dans le
rapport du double, chacun d’eux mesure le plus grand nombre et chacun
d’eux est une partie du plus grand nombre. De tout cela, il s’ensuit que si les
nombres AB, C, D, E, G, H, I, L, M, N, sont dans le rapport du double et
sont successifs, alors chacun des nombres C, D, E, G, H, I, L, M, N, est une
partie de AB, et si on retranche de AB un nombre égal a N, le reste de AB est
égal a la somme des nombres restants qui sont des parties de AB. Mais AB
tout entier est égal a la somme des parties, donc le nombre AB n’est pas dans
le rapport du double avec tous les nombres restants successifs.

De méme, parmi les propriétés des nombres successifs proportionnels qui
sont dans le rapport de double et qui commencent par un, si on retranche de
chacun d’eux un, {chaque) reste sera égal a la somme des nombres qui le
précedent, car si on retranche également un du second, qui est deux, le reste
sera égal au premier, qui est un. Il s’ensuit que pour les nombres C, D, E, G,
H, I, L, M, N, si certains sont successifs dans le rapport du double en
commengant par AB, et si le dernier {(de ceux-la) qui est le plus petit d’entre
eux est inférieur de un au double de celui qui le précede immeédiatement, alors
tous les nombres qui succedent a AB sont des parties de AB, et AB est égal a
leur somme./

—
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L |
s
Fig. 28

*Que les nombres AB, C, D, E, G soient successifs dans le rapport du
double, et que le nombre G soit inférieur de un au double du nombre H,
séparons de AB KB ¢gal a G, alors AK sera égal a la somme des nombres C,
D, E, G; mais G est inférieur de un au double de H; il est donc égal a la
somme de H, I, L, M, N; or KB est égal 2 G et KB est égal a la somme de H,
I, L, M, N, donc AB tout entier est égal a la somme des nommhbres C, D, E, G,
H, I, L, M, N.*2! Mais les nombres H, I, L, M, N, sont des nombres
successifs dans le rapport du double commengant par un, et N est un. Mais
puisque C est la moitié de AB, C mesure AB par les unités de M, D mesure
AB par les unités de L et E mesure AB par les unités de I, et de méme pour
les nombres restants. Si donc les nombres C, D, E, G, sont en méme nombre
que les nombres H, 1, L, M, alors chacun des nombres qui succedent a AB
mesure AB par les unités de I'un des nombres qui succedent 2 N et chacun des
nombres qui succedent a N mesure AB par les unités de 'un des nombres qui
succedent a AB. Ainsi, tous les nombres sont parties de AB et aucun autre
nombre ne mesure AB. Si les nombres qui succedent a AB sont plus
nombreux que les nombres qui succedent a N, si certains des nombres qui
succedent a AB mesurent AB par les unités des nombres qui succedent 2 N, et
si les nombres restants qui succédent a AB mesurent AB par les unites
d’autres nombres, alors ces autres nombres sont des parties de AB. Mais AB
n’a d’autres parties que les nombres C, D, E, G, H, I, L, M, N. Donc les
nombres qui succeédent a AB ne sont pas plus nombreux que les nombres qui
succedent 2 N. Si les nombres qui succedent a AB sont moins nombreux que
les nombres qui succedent a N, alors certains nombres qui succedent a N
mesurent AB par les unités des nombres qui succedent a AB, et les nombres
restants qui succédent 2 N mesurent AB par les unités d’autres nombres, ces

21. Le paragraphe indiqué entre *...* aurait da se placer quelques lignes avant, c’est-a-dire
avant la phrase commengant par «il s’ensuit que». Cet endroit correspond, nous semble-t-
il a une rupture du texte, constatée dans les manuscrits B et S.
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autres nombres sont donc des parties de AB. Mais AB n’a pas d’autres parties
que les nombres donnés. Les nombres qui succedent a AB suivant le rapport
du double sont en méme nombre que ceux qui succedent a N. Ainsi les
nombres C, D, E, G, sont en nombre égal aux nombres H, I, L, M.

De méme si le nombre G a une partie ou des parties, alors cette partie ou
ces parties mesurent AB puisque G mesure AB. Cette partie ou ces parties
sont une partie ou des parties de AB, et aucune n’est 'un des nombres C, D,
E, G, H, I, L, M, car aucun des nombres C, D, E n’est une partie de G,
puisque chacun d’eux est plus grand que G, et aucun des nombres H, I, L, M
ne mesure G, car si on ajoute un a G, alors les nombres H, I, L, M le
mesurent et aucun des nombres H, I, L, M ne mesure le nombre un ajoute,
car chacun d’eux est plus grand que un, donc aucun des nombres H, I, L, M
ne mesure le nombre /| G, donc aucun d’eux n’est partie du nombre G; si
donc le nombre G a une partie ou des parties différentes de 'unité, alors cette
partie — ou ces parties — est une partie de AB, et chacune d’elles est autre
que les nombres C, D, E, G, H, I, L., M. Mais AB n’a d’autres parties que ces
nombres et I'unité, donc le nombre G est un nombre premier.

L’analyse a abouti a ce qu’il y a entre le nombre AB et le nombre G, des
nombres qui sont tous successifs dont le rapport est le double, que le nombre
G parmi eux est premier, et que le nombre G est inférieur d’une unité au
double de I'un des nombres successifs proportionnels commengant par un
dont le rapport est le double. Cette notion est possible, c’est-a-dire I'existence
d’un nombre parmi les nombres successifs dont le rapport est le double et
commengant par un, et tel que si on en retranche un, on a un nombre
premier.

La synthese de ce probléme se fera comme nous allons le décrire: nous
considérons par induction les nombres pairement pairs, c’est-a-dire ceux qui
sont dans le rapport du double en commengant par un. Nous retranchons un



|
i
l
|
|

Sy ol 3 bl 5
SlaeW L asy dll slueWl i el STU udy O e 2l N1 sl
e 0S5 .0 (b S sV e e Candll & e Al ST B )
.FJIE;L@’\ sl gt 5 A S > sl

R e Gl O s B L
i oo N S bl 8 O oy SN B

-b-bu...‘.hé :—J'.J.G|Q\jard.]ac‘) AJ;—JM.GlunU?waJ}cui

‘f“'*"bu'tjfdbcﬂ”qu”rh‘Hr‘*"bJ{dy c)&ph):.»-lr,-
abbu.:ljco:w;:jj;z;\.&“ Cals ita e UL 5 N s b

Lz slash casll e s Lr;..b.l,yo‘v I ) Gy 0 d B 7 slted

YAV — )\c-)a-J.\.\.-jd\;db CJD—X;J“JP-L‘,J-\?[,H c)/_).\;_x,uyrd

u--b‘ Jfﬁw R "f-\“ﬂ el s o ‘b‘)‘ﬂ "}"‘

Sl e u;L 3

e lgze Yasermy 3liel 5 sue Guy o 1 ade o 01 ) o) )
SN Ul () o o 5 sde Oly e sl e 5 sae Oy e Cumaalh G
sy S Al My -l V) e Bl Caedl) B 8 (I Al DIl
3Ly ¢yl o Btedl Camadl) B 3 S 2l AT 1Y) 0 ke 29mg
ij Tadetsasllialls ols (-l a2

¢ & 4@5\ &3 shael fanas : Caai 8 0S5 ALl 0da STy
J,t uLT L@_ib cl.b-l, b Aty ST 0 eiby cdoll e Bl Canidll s

5T =[] sy s asly [ [ ] Al (W) >/ [o) sl WYy slael6 — ool ol Sl

A =[] 210 — 0] 3lae W 51l 9 = [ 1] 8,5 tp . 000198 — [ ] 4 [2] O ¢ (LY

Bl 318 — [ oy 2115 = (0] Yo s 14— [ 4l : dmills 12— [ ] Sl 2 2l
[ c) B 2 it/ [0] g 1001y 20 — [ 00 L @ i 19~ []

10

20



BA7g¥

I§2 IBN AL-HAYTHAM SUR L’ANALYSE ET LA SYNTHESE

de chacun d’eux, celui qui sera premier, nous le doublons autant de fois
jusqu’a ce que le nombre des nombres successifs ainsi doublés soit égal au
nombre des nombres successifs proportionnels qui précedent ce nombre en
comptant avec I'unité qui est leur premier nombre. Le plus grand nombre
auquel aboutit le doublement est un nombre parfait.

Exemple: Les nombres A, B, C, D, E, GH sont des nombres successifs
dont le rapport est le double. Parmi eux A est égal a un, et si on retranche de
GH un, le reste sera un nombre premier. Retranchons de GH le nombre un
qui est SH, 1l reste GS un nombre premier; nous doublons GS autant de fois

jusqu’a ce que le nombre des doublements soit égal au nombre des nombres
A, B, C, D, E, soient les nombres GS, I, K, L, NO.

Je dis que le nombre NO est un nombre parfait.

Démonstration: Séparons OP égal a GS, donc NP est égal a la somme des
nombres L, K, I, GS; mais le nombre PO est égal a la somme des nombres E,
D, C, B, A; le nombre NO sera donc égal a la somme des nombres A, B, C,
D, E, GS, I, K, L. Mais chacun des nombres L, K, I, GS mesure NO par les
unités de 'un des nombres E, D, C, B, et chacun des nombres B, C, D, E,
mesure NO par les unites de 'un des nombres GS, I, K, L. Tous les nombres
B, C, D, E, GS, I, K, L, sont des parties de NO, mais on a montré que NO
est égal a la somme de ces nombres plus A qui est égal a un. Il nous reste a
démontrer qu'aucun nombre autre que ces nombres ne mesure NO.

Que le nombre M mesure NO; je dis que M est I'un des nombres B, C, D,
E, GS, I, K, L. Que le nombre /| M mesure NO par les unités du nombre Q.
Si on le multiplie ensuite par Q, on a NO; mais le nombre GS mesure NO
par les unités du nombre E, si donc on multiplie GS par E, on a NO. Le
produit de E par GS est donc égal au produit de M par Q. Le rapport de GS
a Q est donc égal au rapport de M a E. Ou bien GS mesure Q, ou bien il ne le
mesure pas. Si GS mesure Q, alors M mesure E; mais les nombres A, B, C,
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D, E sont successifs a partir de 'unité et proportionels, celui qui succéde a
'unité est (un nombre) premier, puisqu’il est deux; donc aucun nombre ne
mesure le plus grand que ['un d’entre eux, comme il a été montré dans la
proposition 13 du neuvieme livre; le nombre M est donc I'un des nombres B,
C, D, E. Si le nombre GS ne mesure pas Q, alors ils sont premiers entre eux,
comme il a ét¢ montré dans la proposition 31 du septieme livre; s’ils sont
premiers entre eux, alors ils sont les deux plus petits nombres suivant leur
rapport, comme il a €&t¢é montré dans la proposition 22 du septieme livre, et si
les deux nombres GS et Q sont les deux plus petits nombres suivant leur
rapport, alors ils mesurent les nombres qui sont suivant leur rapport comme il
a été montré dans la proposition 20 du septieme livre. Si donc le nombre GS
ne mesure pas Q, ils sont les deux plus petits nombres suivant leur rapport et
ils mesurent les nombres qui sont suivant leur rapport. Mais le rapport de GS
a QQ est égal au rapport de M a E. Donc le nombre Q mesure E; donc le
nombre Q est I'un des nombres B, C, D. Donc le nombre Q mesure NO par
le nombre des unités de 'un des nombres GS, 1, K, L. Mais Q mesure NO
par le nombre des unités de M, donc le nombre M est I'un des nombres GS, I,
KL

' N
I 1G
QM| (L(K|I EEDIC[BIA
5 S
H
O
Fig. 29

Tout nombre qui mesure NO est donc I'un des nombres B, C, D, E, GS, 1,
K, L. Et aucun nombre, autre que les nombres B, C, D, E, GS, I, K, L et A
qui est 'unité, ne mesure NO. Mais le nombre NO est égal a la somme de ces
nombres, donc le nombre NO est un nombre parfait. Ce qu’il fallait
démontrer.

{18) Parmi ces exemples, notre énoncé: trouver trois nombres tels que si
on ajoute aux deux tiers du deuxiéme la moitié du premier,/ si on ajoute aux
trois quarts du troisiéme le tiers du deuxieme et si on ajoute a la moitié du
premier le quart du troisieme, ces trois {(sommes) seront égales.



b-yev—

SA g o) 5
1S clion sue Y1 ST Sy s O WY sl gl sty ¢ Rnkina
Oly . (2) 5 = O[] 31l dal 5 g s cinald] DG 0 2y K1 G
gl AL s a3 25 |8 codte ol 4 < B A Y o) s OIS
Y 0 o8 SIS 3 25 |87 g Jo oot Jil g coie Jgl OIS7 131,
SN 31V 010w \gp s e pade 51 G ) bade O 13y L nld)
N e OIS 135 Gnladl BNl e S Sl 3 e 8 gl e
B ds W&;@\;!x\'\u\m,\ﬁw&dax&lwad

JMLJ}U[‘]J\A&\JJ}‘JJ&QJM(...A.Lud.:w\.d J-bd! Seds
ar:u;.\gto&qdﬂ.in:uﬂ);\_w&u.uowa.u{&u.\qd
U?ZZ;‘MRJA}\))AEJM

’L‘"‘C"’”ﬁ’ .b-bﬂyag.d\ I :dfjau,).:a;,-u;\.xpu.pnfcu
s Ol Bsyh L a3 (ol e C‘) sda ¢ 5ldeYl ada C“;L

G (S8 1 s 130 sltel B AL OF 5 s i3 o ()
(Canaiy ] Candly G L I (ol 838 Jf Cadly [ DY o s
pgleze B3 Sylo (I ) Yl

— (] il 13— (U] to [l o D dol [ [o] 2T 122 — [ e o]

iail : S9 - [ 4] o (wU\);M/[w]oM:)MS—[J]W kg [ [e o] W 2 sl 4

O UTer dbylad) : (V) Gy 15 — [ ] g 1 g0 13 =[] ail 1 T 12— (o] o 1 ey 1T =[]
[r] gl

15



156 IBN AL-HAYTHAM SUR L’ANALYSE ET LA SYNTHESE

L’analyse de ce probleme se fera comme nous allons le décrire: soient les
nombres AB, CD et EG. Séparons de AB sa moitié, qui est AH, et ajoutons-
la a CD, soit CI. Séparons de CD son tiers, soit KD, et ajoutons-le 4 EG, soit
EL. Séparons de EG son quart, soit MG, et ajoutons-le 2 AB, soit AN. Donc
les trois nombres HN, IK et LM sont égaux. Supposons qu’il en soit ainsi et
examinons ce qui est nécessaire aux grandeurs des nombres apres les ajouts.
Puisque HN est égal a IK et que IK est IC, qui est la moitié de AB, plus CK,
qui est les deux tiers de CD, et que HA est la moitié de AB et est donc égal a
IC, il reste AN égal a CK. Mais AN est le quart de EG, donc les deux tiers de
CD sont égaux au quart de EG, CD tout entier est donc égal au quart de EG
plus son huitieme.

N A H B
T S
N - 7&{_ G

Fig. 30

De méme, puisque HN est égal 2 LM et LM est égal a LE, qui est le tiers
de CD, plus EM qui est les trois quarts de EG, et que AN est le quart de EG,
on enléve de EM le quart de EG et de HN, {on enléve) AN, il reste donc LE
plus la moitié de EG égal a HA. Mais HA est la moiti¢ de AB, donc la moitié
de AB est le tiers de CD plus la moiti¢ de EG, AB tout entier est donc égal
aux deux tiers de CD plus EG tout entier. Mais les deux tiers de CD sont le
quart de EG, donc AB tout entier est égal a EG plus son quart. Le rapport de
AB a EG est donc égal au rapport de cing a quatre, il est alors égal au rapport
de dix a huit. Mais le rapport de CD a EG est le rapport de trois a huit, et le
rapport de AB a CD est le rapport de dix a trois.

[’analyse a donc abouti 4 montrer que les rapports des nombres cherches
les uns aux autres sont des rapports connus, leur existence est donc possible.

La synthése de ce probléme se fera de la maniere suivante: supposons un
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nombre qui a un quart et un huitieme, quel que soit ce nombre, soit le
nombre AB, ajoutons a celui-ci son quart, qu’il devienne le nombre CD et
prenons également son quart et son huitieme, que {leur somme) soit EG.

Je dis que le nombre CD est le premier nombre cherché et que EG est le
deuxieme nombre et que AB est le troisieme nombre.

B A
D C
E G

Fig. 31

Démonstration: Le nombre CD est en dix parties, le nombre EG est en trois
parties et le nombre AB est en huit parties. Si on ajoute au second qui est
trois parties, la moitié du premier qui est cinq parties, il vient huit parties et il
reste du premier cinq parties. Si on ajoute au troisieme qui est huit parties, le
tiers du second qui est une seule partie, le troisiecme sera neuf parties, et il
reste du second sept parties. Si on ajoute {a ce qui reste du) premier qui est
cinq parties, le quart du troisiéme qui est deux parties, le premier devient sept
parties, mais le troisieme est devenu sept parties. Les nombres deviennent
égaux apres les ajouts. Ce qu’il fallait trouver.

Il ressort de cette synthése | que ce probléeme est indétermine, car il
s’achéve pour tout nombre qui a un huitiéme. Ce qu’il fallait démontrer.

{(19) Parmi ces exemples, notre énonce: diviser deux nombres connus
suivant trois rapports qui sont égaux a des rapports donnés.

Soient les deux nombres AB et CD, et les rapports donnés sont le rapport
de E a G, le rapport de H a I et le rapport de K a L. Que le plus grand
rapport soit le rapport de E a4 G et le plus petit rapport soit le rapport de K a
L.
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La méthode de I'analyse dans ce probléme consistera a supposer que les
deux nombres ont été partagés suivant ces rapports, nous examinons ensuite
les propriétés de ces deux nombres une fois divisés. Que les deux nombres
soient divisés aux points N, M, P, Q. Que le rapport de AM a CP soit égal au
rapport de E 4 G, que le rapport de MN a PQ soit égal au rapport de H a I,
que le rapport de NB a QD soit égal au rapport de K a L. Si on examine les
propriétés de ces deux nombres apres leur division, on trouve que le rapport
de AN a CQ est plus petit que le rapport de E a G et plus grand que le
rapport de H 4 I; on trouve que le rapport de MB a PD est plus petit que le
rapport de H a I/ et plus grand que le rapport de K a L, et on trouve que le
rapport de la somme de AM et MB a la somme de CP et PD est plus petit que
le rapport de E a G et plus grand que le rapport de K a L, car cette notion a
été montrée dans la proposition 6 de ce traité. Si le rapport de AN a CQ est
plus grand que le rapport de H a I, que le rapport de NB a QD est égal au
rapport de K a LL et que le rapport de K a L est plus petit que le rapport de H
a I, alors le rapport de AN a CQ est plus grand que le rapport de NB a QD.
Si donc le rapport de AN a CQ est plus grand que le rapport de NB a QD,
alors le rapport de AB a CD est plus grand que le rapport de NB a QD, donc
il est plus grand que le rapport de K a L. Mais puisque le rapport de AN a
CQ est plus petit que le rapport de E a G et que le rapport de NB 2 QD est
égal au rapport de K a L. qui est plus petit que le rapport de E a G, chacun
des rapports de AN a CQ et de NB a QD est plus petit que le rapport de E 2
G, donc le rapport de AB a CD est plus petit que le rapport de E 2 G. Donc
le rapport de AB a CD est plus petit que le rapport de E a2 G et plus grand
que le rapport de K a L. Mais le rapport de H a I est plus petit que le rapport
de E 4 G et est plus grand que le rapport de K a L, car le rapport de E a G est
le plus grand des trois rapports et le rapport de K a L est le plus petit des
trois rapports. S’il en est ainsi, le rapport de AB a CD peut étre égal au
rapport de H a I ou lui étre supérieur ou lui étre inférieur.
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Fig. 32

St le rapport de AB a CD est égal au rapport de H a I, alors le rapport de
MN a PQ est égal au rapport de AB a CD et est égal au rapport du reste au
reste, donc le rapport de la somme de AM et NB 4 la somme de CP et QD est
egal au rapport de AB a CD et est égal au rapport de H a L.

Si le rapport de AB a CD est plus grand que le rapport de H a 1, lequel est
le rapport de MN a PQ, alors le rapport de la somme de AM et NB a Ia
somme de CP et QD est plus grand que le rapport de H a I, tout en étant plus
petit que le rapport de E a G et plus grand que le rapport de K a L.

Et si le rapport de AB a CD est plus petit que le rapport de H a I, alors le
rapport de la somme de AM et NB a la somme de CP et QD est plus petit que
le rapport de H a I, tout en étant plus grand que le rapport de K a L.

L’analyse a donc abouti a ce que le rapport de AB a CD est plus petit que le
rapport de E a G et plus grand que le rapport de K a L, et ou bien il est égal
au rapport de H a I, ou bien il lui est supérieur, ou bien il lui est inférieur. Si
le rapport de AB a CD est égal au rapport de H a I, alors le rapport de la
somme de AM et NB a la somme de CP et QD est aussi égal au rapport de H
a L. Si le rapport de AB a CD est plus grand que le rapport de H a I, alors le
rapport de la somme de AM et NB a la somme de CP et QD est plus grand
que le rapport de H a I, tout en étant plus petit que le rapport de E 4 G. Et si
le rapport de AB a CD est plus petit que le rapport de H a 1, le rapport de la
somme de AM et NB a la somme de CP et QD est plus petit que le rapport de
H a I, tout en étant plus grand que le rapport de K a L.
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La synthese de ce probleme se fera de la maniere suivante: si le rapport de
AB a CD est égal au rapport de H a I, on sépare de AB et CD deux nombres
tels que le rapport de 'un a l'autre est égal au rapport de H a I, ceci est
possible bien qu’indéterminé. Que les deux nombres soient AM et CP, il reste
que le rapport de BM a PD est égal au rapport de AB a CD qui est le rapport
de H a I. Mais le rapport de H a I est plus petit que le rapport de E a G et
plus grand que le rapport de K a L. Nous partageons les deux nombres MB et
PD suivant deux rapports égaux aux rapports de E a G et de K a L, comme
nous 'avons montré dans la proposition 6 de ce traité. Soient le rapport de
MN a PQ égal au rapport de E a G et le rapport de NB a QD égal au rapport
de K a L, alors les deux nombres AB et CD ont été divisés suivant les trois
rapports donnes.

Si le rapport de AB a CD est plus grand que le rapport de H a I, on se
donne un rapport plus petit que le rapport de E a G et plus grand que le
rapport de AB a CD,/ ceci est possible car le rapport de E a G est plus grand
que le rapport de AB a CD. Et pour deux rapports différents dont I'un est
plus grand que l'autre, il est possible de trouver un troisieme rapport plus
petit que le plus grand et plus grand que / le plus petit; nous montrerons cette
notion une fois cette proposition achevee.

Soit le rapport de S a O plus petit que le rapport de E a G et plus grand
que le rapport de AB a CD. Le rapport de S a O est donc plus grand que le
rapport de H a I et on a le rapport de AB a CD plus petit que le rapport de S
a O et plus grand que le rapport de H a I. Nous partageons AB et CD suivant
deux rapports égaux aux rapports de S a O et de H a I, comme il a éte montre
dans la proposition 6 de ce traité. Que le rapport de AN a CQ soit égal au
rapport de S a O et le rapport de NB a QD soit égal au rapport de H a 1, alors
le rapport de AN a CQ est plus petit que le rapport de E a G et plus grand
que le rapport de K a L. Nous partageons les deux nombres AN et CQ
suivant deux rapports égaux aux rapports de E a G et de K a2 L. Que le



o =R —

E‘A"“’\-J

Al ol g 2 165

B T s 3185 O 6 ridinadl e fe b TRl s iS5y
AU ] i 0 Oade 3 2 o r Jaab (B L 7 diS
C > el Ol Sy L JE el g o8 el N (R Wy
.kglcaﬂ;@sm Gx ol s 50 U po Lo g
onith yswy(_u@,)guwyﬂidhb&cwj
db\f d‘fjjd‘ﬁww;wwwédu('dJﬂ
Ly’ dl a2 GO L 0p A Sy DG eda ey S
el el 52 Ol e 0S4 (] ST aws 55 d 0
ERTR ]

i i B U] 7 R e okl 55 UL ST R 67 0L

o N oK sy [ S DT B e el AL B A e Al

0S5 piliins pid 5 3 L O Ees e ool 5 AL A B
bl o pol B Dty O (Ss aB cgEY) e el Ll
JSA Ua o Bl dey on ol M T oAy csall [ e (sl
AL ST oo el § ) 2 B o0 ol § dL B (S

A ST 2 055y B dl £ & o0 ool § dL v & 0SS 0 >
5o Ol it Bdl g b oo ool AL R e a0
P3SN G T o g o e e e
- J\uo doy td\ daesi e B Sl Al e
oy 5 A D i p el B L 0T B 0S8 (B U] £ dS
5 AL R S Gsls Gy G O ke b ] ST E

-

~ [*] il 1) S .. 5—[0,]..;(\ f“"4_[u" (0] psde 0sde [ [ ] AwSy 5 RS2

JJ1Jmu‘rhpluh.LuL_:§ TP [ R 0 s T WO (8 RS e

gl uu,L....18~[u]mL el 14 — (O] Wus| ; Lalis| 13-[u]«3_s-dﬁu|¢~—uuar.h9b
[ aail 02— [N T P o/ g g dl o /[

15

20



166 IBN AL-HAYTHAM SUR L’ANALYSE ET LA SYNTHESE

rapport de AM a CP soit égal au rapport de E a G et le rapport de MN a PQ
soit égal au rapport de K a L. Les deux nombres AB et CD ont donc été
divisés suivant les trois rapports donnes.

B N M A
OO [P0, o . Blg|H|I [K|L|F |U[O[S
D Q 12 (
Fig. 33

Si le rapport de AB a CD est plus petit que le rapport de H a I, on se donne
un rapport plus petit que le rapport de AB a CD et plus grand que le rapport
de K a L. Soit le rapport de U a F plus petit que le rapport de AB a CD et
plus grand que le rapport de K a L. Le rapport de AB a CD est donc plus
petit que le rapport de H a 1 et plus grand que le rapport de U a F. Nous
partageons AB et CD suivant deux rapports égaux aux rapports de U a F et
de H a I. Que le rapport de AN a CQ soit égal au rapport de U a F et que le
rapport de NB a QD soit égal au rapport de H a I; mais le rapport de U a F
est plus petit que le rapport de AB a CD et le rapport de AB a CD est plus
petit que le rapport de E a G, donc le rapport de U a F est plus petit que le
rapport de E 4 G. Mais le rapport de U a F est plus grand que le rapport de K
a L, donc le rapport de AN a CQ est plus petit que le rapport de E a G et
plus grand que le rapport de K a L. Partageons AN et CQ suivant les deux
rapports égaux aux deux rapports de E a G et de K a L. Que le rapport de
AM a CP soit égal au rapport de E 4 G et que le rapport de MN a PQ soit
égal au rapport de K a L. Les deux nombres AB et CD ont donc été partageés

suivant les trois rapports donnes.

On a donc montré, a partir de tout ce que nous avons expose, comment
partager deux nombres AB et CD suivant les trois rapports donnés. Ce qu’il
fallait faire.

On a en outre montré que ce probléme est indéterminé, c’est-a-dire qu’il
peut étre résolu de plusieurs manieres: en effet si le rapport de AB a CD est
égal au rapport de H a I, alors étant donnée une partie quelconque du nombre
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AB, si on fait son rapport a une partie du nombre CD égal au rapport de H a
I, on acheve le probléme.

Si le rapport de AB a CD est plus grand ou plus petit que le rapport de H a
I, alors on a besoin dans la pratique de trouver un rapport plus petit qu'un
rapport et plus grand qu’un {autre) rapport; or il est possible de trouver de
nombreux rapports plus grands qu’un seul et méme rapport et plus petits
qu’un seul et méme rapport. De cette maniere le probleme est également
indéterminé. Dans tous les cas, il est possible que les deux nombres se
partagent suivant les trois rapports de nombreuses manieres.

Cependant ce probléme est {objet) de discussion, car il ne peut étre achevé
que lorsque le rapport des deux nombres 'un a 'autre est plus petit que le
plus grand rapport et plus grand que le plus petit rapport. Si on suppose que
le rapport | des deux nombres n’est pas plus petit que le plus grand rapport et
n’est pas plus grand que le plus petit rapport, il s’ensuit I'impossible. Et
'impossible qui s’ensuit dans cette proposition est comme l'impossible qui
s’ensuivait dans la proposition 6 de ce traité. La discussion dans cette
proposition est la meéme que la discussion dans la proposition 6.

Quant a la maniere de trouver un rapport plus petit qu’un rapport et plus
grand qu’un rapport, ceci se fait comme nous allons le décrire: que le plus
grand des deux rapports soit le rapport de AB a CD et que le plus petit soit le
rapport de EG a HI. Posons le rapport de EG a IL égal au rapport de AB a
CD, donc le rapport de EG a IL est plus grand que le rapport de EG a HI, IL
est donc plus petit que HI. Séparons de HL, HN quelconque, le rapport de
EG a IN sera donc plus petit que le rapport de AB a CD et plus grand que le
rapport de EG a HL
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Si le nombre HL est un, nous multiplions tous les nombres autant que nous
voulons jusqu’a ce qu’il vienne un nombre entier a la place de HL. Les
multiples des nombres seront suivant les rapports des premiers nombres. De
méme, s’il y a des fractions dans I'un des nombres donnés pour les deux
rapports, nous multiplions tous les nombres par le nombre homonyme de la
fraction, alors les rapports seront des rapports de nombres entiers. C’est de
cette manieére qu'on peut trouver un rapport plus petit qu'un rapport donné
et plus grand qu’un rapport donné. Cet ensemble de problemes numériques
est suffisant pour s’exercer.

{20) Quant aux problémes géométriques, ils sont a 'exemple de notre
énoncé: une droite AB étant donnée, sur laquelle il y a trois points qui sont
A, B et C et une droite DG, étant de position connue et illimitée,/ nous
voulons mener des deux points A et B deux droites qui se rencontrent en un
point de DG tel que si 'on méne du point C une droite passant par ce point,
elle partage en deux moitiés 'angle engendré en ce point.

Par la méthode de I'analyse nous supposons que ceci a été obtenu et que les
droites sont AE, BE et CE. L’angle AEC sera donc égal a l'angle CEB.
Puisque I'angle AEB a été partagé en deux moitiés par la droite EC, le
rapport de AE a4 EB est égal au rapport de AC a CB.

Si AC est égal a CB, alors CE est une perpendiculaire et elle a été menée du
point C connu, a la droite AB. La droite EC est donc de position connue
comme il a été montré dans la vingt-huitieme proposition des Données et la
droite DG est de position connue par hypothese. Les deux droites DG et EC
sont done de position connue et elles se coupent au point E, donc le point E
est connu comme il a été montré dans la proposition 24 des Données.

i

Fig. 35
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La synthese de ce cas consiste 2 mener du point C une perpendiculaire a
AB, que 'on prolonge jusqu’a ce qu’elle rencontre la droite DG. De la ou elle
rencontre la droite DG on meéne deux droites aux points A et B et le
probléme s’acheve.

S S ) L s e g,
B € LA H I

Fig. 36

Si les deux droites AC et CB sont différentes, que AC soit la plus grande,
alors le rapport de AE a EB est un rapport connu puisqu’il est égal au rapport
de AC a CB toutes les deux connues, et il est le rapport du plus grand au plus
petit. Le point E est donc sur la circonférence d’un cercle de position connue
comme il a été montré dans la premiere proposition de ce traité. Que le cercle
soit le cercle ECI, donc le cercle ECI est de position connue, mais la droite
DG est de position connue, ils se sont coupés au point E, donc le point E est
connu comme il a été montré dans la proposition 24 des Données.

La synthese de ce probleme se fera comme nous allons le décrire: posons le
rapport de CH a HB égal au rapport de AC a CB, donc le rapport de AH tout
entier 2 HC tout entier est égal au rapport de CH a HB. Posons HB et posons
H comme centre et tragons a la distance HC un cercle, soit le cercle CEI, que
ce cercle coupe / la droite DG au point E; joignons AE, BE, CE et HE, HE
est égal a HC, donc le rapport de AH a HE est égal au rapport de AH a HC,
mais le rapport de AH a HC est égal au rapport de CH a HB, donc le rapport
de AH a HE est égal au rapport EH a HB. Mais I'angle AHE est commun
aux deux triangles AHE et BHE, les triangles AHE et BHE sont donc
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semblables. Donc le rapport de AH a HE est égal au rapport de AE a EB,
mais le rapport de AH a HE est égal au rapport de AH a HC et est égal au
rapport de AC a CB, donc le rapport de AE a EB est égal au rapport de AC a
CB, donc 'angle AEB a été partagé en deux moitiés par la droite CE, comme
il a été montré dans le sixieme livre de l'ouvrage d’Euclide. Ce qu’il fallait
faire.

Fig. 37

Ce probleme nécessite une discussion car le cercle CI ne rencontre peut-étre
pas la droite DG et la discussion dans ce probléme est que la droite HC n’est
pas plus petite que la perpendiculaire menée du point H a la droite DG, car
HC est le rayon du cercle et le point H est le centre du cercle. Si le rayon du
cercle est plus petit que la perpendiculaire menée de son centre a la droite
DG, alors lextrémité de la perpendiculaire sera a I'extérieur de la circonfé-
rence du cercle. Mais extrémité de cette perpendiculaire est le point de la
droite DG le plus proche de la circonférence du cercle, donc aucune droite
menée du centre du cercle a sa circonférence ne parvient a la droite DG.

Si donc le rayon du cercle est plus petit que la perpendiculaire menée de
son centre a la droite DG, ce probleme ne s’acheve pas.

Si le rayon du cercle est égal a la perpendiculaire menée du centre a la
droite DG, alors ce probléme s’achéve et il y a un seul cas, comme dans
exemple de la premiere figure. En effet, si le rayon du cercle est égal a la
perpendiculaire et si on meéne du centre du cercle, qui est le point H, la
perpendiculaire HE, alors HE sera le rayon du cercle, la droite DG sera
tangente au cercle au point E et le cercle ne rencontrera la droite DG en
aucun autre point.
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Si le rayon du cercle est plus grand que la perpendiculaire, alors si on méne
du centre du cercle une perpendiculaire a la droite DG qui aboutit ensuite a la
circonférence du cercle, alors la droite DG coupe cette droite qui est le rayon
du cercle et qui est perpendiculaire, elle coupe donc le cercle en deux
positions. Si on mene a chacune de ces deux positions des droites a partir des
points A, C et B I'angle qui est engendré en cette / position se partage en deux
moitiés. La démonstration pour chacune de ces deux positions est la démons-
tration qui précede.

Si donc le rayon du cercle est plus grand que la perpendiculaire menée de
son centre a la droite DG, alors le probléeme aura deux cas suivant deux
positions diftérentes. Si le rayon est égal a la perpendiculaire, alors le
probleme aura un seul cas. Si le rayon est plus petit que la perpendiculaire,
alors le probleme ne s’acheve pas. Ceci est la discussion dans ce probleme.

{21) Parmi ces exemples, notre énonce: le point A étant donné, la droite
BC étant donnée de position connue et le cercle DE étant donné, nous
voulons mener du point A une droite au cercle DE que l'on incline suivant
un angle connu pour qu’elle aboutisse a la droite BC, de sorte que le rapport
de 'une a 'autre des deux droites engendrées soit connu.

Fig. 38
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La méthode de I'analyse est de supposer que cette notion a été réalisée,
c’est-a-dire qu’on a trouvé les deux droites AD et DH, que 'angle ADH est
connu et que le rapport de AD a DH est connu. Désignons le centre du
cercle, soit G, prolongeons AD et posons DK égal a DH, alors le rapport de
AD a DK est connu, le point K est donc sur la circonférence d’un cercle de
position connue, comme il a ét¢ montré dans la deuxieme proposition de ce
traite. En effet, joignons AG, elle sera de grandeur et de position connues, car
ses deux extrémités sont connues comme il a été montré dans la proposition
25 des Données. Prolongeons AG et posons le rapport de AG a GI égal au
rapport de AD [/ a DK qui est connu, la droite GI sera donc de grandeur
connue, comme il a été montré dans la proposition 2 des Données, et il est de
position connue, donc le point I est connu comme il a ét¢ montré dans la
proposition 26 des Données. Joignons GD et IK, elles seront paralleles car le
rapport de AG a GI est égal au rapport de AD a DK, donc le triangle AIK
est semblable au triangle AGD. Le rapport de IK a GD est donc égal au
rapport de IA a AG, mais le rapport de IA a2 AG est connu, donc le rapport
de IK a GD est connu. IK est donc connue et le point I est connu, donc le
point K est sur la circonférence d’un cercle de grandeur et de position
connues. Joignons AH, le triangle ADH est de forme connue car le rapport
de AD a DH est connu et I'angle ADH est connu comme il a été montré dans
la proposition 39 des Données. 1.’angle HAK est connu, le rapport de HA a
AD est connu et le rapport de AD a DK est connu, donc le rapport de AD a
AK est connu, donc le rapport de HA a AK est connu. Nous construisons sur
la droite Al a son point A I'angle IAN égal a I'angle KAH qui est connu,
donc AN est de position connue comme il a été montré dans la proposition 28
des Données. Posons le rapport NA a Al égal au rapport de HA 2 AK qui est
connu, AN est donc de grandeur connue, car son rapport a Al qui est de
grandeur connue est un rapport connu, comme il a été montre dans la
proposition 2 des Données. Joignons NH. Puisque I'angle IAN est égal a
Pangle KAH, I'angle NAH sera égal a I'angle IAK, mais le rapport de NA a
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Al est égal au rapport de HA a AK, donc le rapport de NA a AH est égal au
rapport de IA a AK. Le triangle NAH est donc semblable au triangle IAK,
leurs cotés sont donc proportionnels, le rapport de NH a IK est donc égal au
rapport de HA a AK, mais le rapport de HA a AK est connu, donc le rapport
de NH a IK est connu, or IK est de grandeur connue, donc NH est de
grandeur connue, comme il a été montré daas la proposition 2 des Données.
Mais le point N est connu, car AN est de grandeur et de position connues.
Alors la droite NH est de grandeur connue, et le point N est de position
connue, donc le point H est sur la circonférence d’un cercle de position
connue, comme il a été montré dans la proposition 3 de ce traité.

I’analyse a donc abouti a une notion possible.

11 est possible d’analyser ce probleme par une méthode plus breve que celle-
ci: on joint la droite AH, alors le triangle AHD sera de forme connue, car le
rapport de AD a DH est connu et I'angle ADH est connu, donc le rapport de
AH a AD est connu. Mais le point A est connu et la droite BC est de position
connue, et on a2 mené du point A une droite AH qui est inclinée suivant un
angle connu qui est I'angle HAD de fagon que le rapport de AH a AD
devienne connu, donc le point D est sur une droite de position connue
comme il a été montré [ dans la proposition 3 de ce traité.

La synthese de ce probleme a partir de la premiere analyse se fera de la
maniere suivante: soient A le point donné, BC la droite donnée et DE le
cercle donné, 'angle connu, 'angle GHI et le rapport connu, le rapport de K
a L. Supposons sur I'un des deux cotés?2 de Pangle le point G et posons le
rapport de GH a HI égal au rapport de K a L. Joignons GI, et prolongeons
GH jusqu’a M et posons HM égal a HI. Désignons le centre du cercle, soit
N; joignons AN et prolongeons-la; posons le rapport de AN a NP égal au
rapport de GH a HM et posons le rapport de PQ au rayon du cercle égal au

22. Littéralement: droites.
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rapport de PA 2 AN. Construisons au point A 'angle PAJ égal a 'angle MGI
et posons le rapport de JA a AP égal au rapport de IG a GM et posons le
rapport de JF a PQ égal au rapport de JA a AP. Posons | comme centre | et
tragons avec la distance JF un cercle, soit le cercle FO, que ce cercle coupe la

droite BC au point O et joignons AO.

Je dis que si nous inclinons la droite AO suivant un angle égal a I'angle
GIH, la droite inclinée aboutit au cercle DE, et que si nous joignons son
extrémité et le point A par une droite, elle entoure avec elle un angle égal a
’angle GHI et le rapport de I'une des droites a I'autre est égal au rapport de
GH a HIL

Fig. 39

Démonstration: Joignons JO, posons P comme centre et tragons avec la
distance PQ un cercle, soit le cercle QU. Menons du point P une droite qui
entoure avec la droite AP un angle égal a 'angle AJO, qu’elle rencontre la
circonférence du cercle au point U, et joignons AU. Le triangle APU est
semblable au triangle JAO; menons ND parallele a PU, donc le rapport de
PU a ND est égal au rapport de PA a AN. Mais le rapport de PA 2 AN est
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égal au rapport de PU, qui est égal a PQ), au rayon du cercle, donc la droite
ND est le rayon du cercle et par conséquent le point D est sur la circonférence
du cercle.

Joignons OD. Puisque le triangle APU est semblable au triangle AJO, le
rapport de JA a AP est égal au rapport de OA a AU. Mais le rapport de JA a
AP est égal au rapport de 1G a GM, donc le rapport de OA a AU est égal au
rapport de IG a GM. Mais le rapport de UA a AD est égal au rapport de MG
a GH, car il est égal au rapport de PA 2 AN. Donc le rapport de OA a AD
est égal au rapport de IG a GH. Mais 'angle OA ] est égal a 'angle UAP,
donc I'angle OAU est égal a 'angle PA]J. Mais 'angle PA] est égal a 'angle
IGH, donc 'angle OAD est égal a 'angle IGH, et le rapport de OA 2 AD est
égal au rapport de IG a GH, donc le triangle OAD est semblable au triangle
IGH. Le rapport de AD a DO est donc égal au rapport de GH a HI et le
rapport de GH a HI est égal au rapport de K a L, donc le rapport de AD a
DO est égal au rapport de K a L. qui est donng, et 'angle ADO est égal a
’angle GHI qui est donné. Ce qu’il fallait faire.

Ce probléme nécessite une discussion et la discussion dans cette syntheése
est comme la discussion dans la proposition précédente, c’est-a-dire que la
droite JF qui est le rayon du cercle FO ne soit pas plus petite que la
perpendiculaire menée du point | connu a la droite BC. Si elle est égale a la
perpendiculaire, alors le probleme aura un seul cas et si elle est plus grande
que la perpendiculaire, alors le probléme aura deux cas.

La synthese de ce probleme par la derniere analyse: que la droite, I'angle et
le rapport soient donnés comme ils 'étaient dans la synthése qui précede.
Posons le rapport de GH a HI égal au rapport de K a L et joignons GIL.
Menons du point A une perpendiculaire a la droite BC, soit AM. Construi-
sons sur la droite AM un angle MAN égal a 'angle IGH. Posons le rapport
de MA a AN égal au rapport de IG 2 GH et menons du point N une droite
suivant un angle droit, soit ND; prolongeons-la, qu’elle rencontre le cercle au
point D; joignons AD et posons I'angle DAO égal a 'angle NAM. Mais
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puisque I'angle DAO est égal a 'angle NAM, alors 'angle NAD est égal a
Pangle MAO. La droite AO rencontre donc la droite BC, qu’elle la rencontre
au point O. Alors le triangle /| MAO est semblable au triangle NAD.
Joignons OD, alors le rapport de MA a AO est égal au rapport de NA a AD,/
donc le rapport de MA a AN est égal au rapport de OA a AD. Mais le
rapport de MA a AN est égal au rapport de IG a GH, donc le rapport de OA
a AD est égal au rapport de IG a GH. Or 'angle OAD est égal a 'angle IGH,
donc le triangle AOD est semblable au triangle GHI, I'angle ADO est donc
égal a 'angle GHI et le rapport de AD a DO est égal au rapport de GH a HI
qui est le rapport de K 2 L. Nous avons donc mené une droite au cercle, qui
est la droite AD, nous I'avons inclinée suivant un angle égal a 'angle GHI,
qui est 'angle ADO; le rapport de AD a DO est devenu égal au rapport de K
a L. Ce qu’il fallait faire.

Cette synthese nécessite également une discussion. La discussion dans cette
synthése concerne la droite ND. Si la droite AN est de grandeur et de
position connues et que son point N est connu et si on a mené de ce point une
droite suivant un angle droit qui est ND, alors la droite ND est de position
connue. Mais la droite ND rencontre le cercle ou ne le rencontre pas. Si la
droite ND rencontre le cercle, alors le probleme s’acheve, si elle ne le
rencontre pas, alors le probleme ne s’acheve pas. St la droite ND rencontre le
cercle, elle lui est tangente ou bien elle le coupe. Si elle lui est tangente, elle le
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rencontre en un seul point, et le probleme a un seul cas. Si elle le coupe, elle le
rencontre en deux points et le probleme a deux cas.

{22) Parmi ces exemples, notre énoncé: tracer un cercle tangent aux trois
cercles donnés de grandeurs différentes dont les centres ne sont pas alignés.
Que les trois cercles solent les cercles AB, CD et EG. Tracer un cercle qui
leur soit tangent.

La méthode de I'analyse dans ce probleme est de supposer que ceci a été
achevé et que le cercle tangent aux trois cercles est le cercle BCE. Que les
centres des cercles soient H, [, K, L. Nous examinons ensuite les propriétés
necessaires a cet objet. Si I'analyste examine les propriétés de cet objet, il lui
apparait que toute droite qui joint les centres de deux de ces cercles passe par
le point de contact, comme il a ¢té montré dans le troisieme livre de 'ouvrage
d’Euclide. Joignons les centres par les droites HL, LK et LI, elles passent
donc par les points B, C et E. Nous examinons ensuite ce qui est nécessaire a
ces droites, il s’en dégage que les droites HB, EK et CI sont chacune de
grandeur connue, car ces cercles sont donnés. Mais puisque ces cercles sont de
grandeurs différentes, les différences de ces droites sont connues. Que KE soit
la plus courte de ces droites et CI la plaus longue. Séparons BM et CN,
chacune égale a KE, alors chacune des deux droites HM et NI est connue et
les droites LK, LM et LN sont égales. Les points K, M, N, sont donc sur la
circonférence d’un cercle de centre L. Posons L. comme centre et tragons a la
distance LK un cercle, il passe par les deux points M et N, soit le cercle
KMN; le point K est donc sur la circonférence du cercle KMN, et les deux
points H et I sont a I'extérieur de celui-ci. Mais puisque nous voulons ajouter
un suppléement qui engendre des propriétés qui n’étaient pas, joignons les
deux droites KH et KI, ces deux droites entourent un angle car les trois
centres ne sont pas alignés par hypothese. Mais si les deux droites HK et KI
entourent un angle, alors la somme des deux angles LKH et LKI est
inférieure a deux droits, I'un de ces deux angles est aigu dans tous les cas, ou
bien tous les deux | sont aigus.
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Que tous les deux soient d’abord aigus, alors chacune des deux droites KH
et KI coupe le cercle KMN. Que la droite KH coupe le cercle au point S et
que la droite KI coupe ce cercle au point O. Joignons SL, OL et HI | et
menons HL jusqu’a ce qu’elle rencontre le cercle, qu’elle le rencontre au point
P. Le produit de KH par HS est donc égal au produit de PH par HM. Le
rapport de PH a HS est donc égal au rapport de KH a HM. Mais le rapport
de KH a2 HM est connu car chacune d’elles est connu, comme i1l a été montreé
dans la premiere proposition des Données. Le rapport de PH a HS est donc
connu, qu’il soit égal au rapport de MH a HU, donc le rapport de MH a HU
sera connu. Or MH est connu, donc HU est connu, comme il a ét¢ montre
dans la proposition 2 des Données. 1l reste le rapport de MP, qui est le
diametre du cercle, a US égal au rapport de PH a HS qui est connu et qui est
égal au rapport de KH a HM, donc le rapport de KH a HM est égal au
rapport de MH a HU.

P ———
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De méme si nous menons la droite IL jusqu’a ce qu’elle rencontre le cercle,
le produit de cette droite toute entiere par IN est égal au produit de KI par
IO. Le rapport de cette droite toute entiere a IO est égal au rapport de IK a
IN qui est connu. Si on pose le rapport de KI a IN, qui est connu, égal au
rapport de NI a 1Q), alors 1QQ sera connu et le rapport du diameétre du cercle a
OQ sera connu. Mais puisque les deux points K et H sont connus par
hypothese, la droite KH est de grandeur et de position connues comme il a
été montré dans la proposition 25 des Données. Mais puisque HU est de
grandeur connue et que son point H est connu, le point U est connu comme il
a été montré dans la proposition 26 des Données, le point U est donc connu.
De méme, on montre que le point Q est connu. Joignons UQ, alors UQ est
de grandeur et de position connues et dans le triangle KUQ, chacun des coteés
est de grandeur et de position connues, donc il sera de forme connue, c’est-a-
dire que ses angles sont connus et que les rapports de ses cotés les uns aux
autres sont connus, comme il a été montré dans la proposition 4o des Doznées.
Joignons SO, elle sera une corde dans le cercle MKN. Puisque 'angle SKO
est connu, I'angle SLO est connu car il est son double, et les deux angles LSO
et LOS sont égaux et chacun d’eux est connu. Le triangle LSO est de forme
connue, donc le rapport de OS a SL est connu et alors le rapport de OS au
double de SL, qui est le diametre du cercle, est connu. Le rapport de la droite
SO au diameétre du cercle est connu et le rapport de chacune {des droites) US
et QO au diametre du cercle est connu, donc le rapport de la droite SO a
chacune des droites US et QO est donc un rapport connu comme il a éte
montré dans la proposition 8 des Données.

L’analyse a donc abouti 4 ce que 'on meéne dans le triangle UKQ qui est de
forme connue, la droite SO de sorte que son rapport a chacune des deux
droites SU et OQ soit un rapport connu. Mais le rapport de US a QO est
connu car le rapport de chacun d’elles au diametre du cercle est connu, et le
rapport de UK a KQ est connu, donc le rapport de UK a KQ est ou bien égal
au rapport de US a QO, ou bien n’est pas égal au rapport de US a QO. Si le
rapport de UK a KQ est égal au rapport de US a QO, alors la droite SO sera
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paralléle 4 la droite UQ, car le rapport de SU 4 UK est égal au rapport de OQ
a QK. Si le rapport de UK a KQ n’est pas égal au rapport de US a QO, alors
la droite SO n’est pas parallele a la droite UQ.

Fig. 41a

Si la droite SO est parallele a la droite UQ, le triangle OSK est semblable
au triangle QKU. Mais le triangle QKU est de forme connue, comme on I’a
montre précédemment, donc le triangle OSK est de forme connue. Le rapport
de OS a SK est donc connu. Mais le rapport de OS a SU est connu, donc le
rapport de US a SK est connu. Mais UK est de grandeur connue, donc
chacune des deux droites US et SK est de grandeur connue, comme il a été
montré dans la proposition 7 des Données.| La droite SK est donc de grandeur
connue, et de méme on montre que la droite OK est de grandeur connue; la
droite OS sera de grandeur connue car son rapport a SK est connu. Dans le
triangle OSK, chaque coté est de grandeur et de position connues. Mats ce
triangle est inscrit dans le cercle MKN. Menons du point L, une perpendicu-
laire a la droite SK, soit LF. Elle partage SK qui est de grandeur connue en
deux moiti¢s, le point F sera donc connu. Menons également du point L une
perpendiculaire a la droite OK, soit LG, le point G est connu. Joignons FG,
FG est connue et le triangle KFG sera de forme connue car chacun de ses
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cotés est connu. Le rapport de GF a4 FK est connu, 'angle KFG est connu et
'angle KFL est droit, donc 'angle GFL est connu, car si 'on retranche d’une
grandeur connue, une grandeur connue, le reste sera connu comme il a été
montré dans la proposition 4 des Données. De méme, on montre que I'angle
FGL est connu, il reste 'angle FLLG qui est connu, donc le triangle LFG est
de forme connue, comme il a été montré dans la proposition 38 des Données.
Le rapport de GF a FL est connu et le rapport de FG a FK est connu, donc le
rapport de KF a FL est connu et 'angle KFL est connu, donc le triangle LFK
est de forme connue. L’angle FKL est donc connu et la droite HK est de
position connue, donc la droite KL est de position connue, comme il a été
montré dans la proposition 28 des Données. Le rapport de FK a KL est connu,
car le triangle FKL est de forme connue. Mais la droite FK est de grandeur
connue, donc la droite KL est de grandeur et position connues et son point K
est connu, le point L est donc connu, comme il a ét¢ montré dans la
proposition 26 des Données. Le point L est donc connu et il est le centre du
cercle BEC tangent (aux cercles donnés), la droite KL est de grandeur
connue, sa partie KE est connue car elle est le rayon du cercle donné | et le
reste EL est connu et il est le rayon du cercle BEC. Donc le cercle BCE a un
rayon de grandeur connue et son centre est de position connue, donc le cercle
BCE est de grandeur et de position connues. 11 peut donc exister car toute
grandeur — de grandeur et de position connues — peut exister.
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Si la droite SO n’est pas parallele a la droite UQ, menons de I'un des deux
points S ou O, une droite parallele a la droite UQ, soit ST. Le rapport de US
a QT est connu, car il est égal au rapport de UK a KQ. Mais le rapport de US
a QO est connu, donc le rapport de OQ a QT est connu, comme il a été
montré dans la proposition 8 des Données, et le rapport de QO a OT sera
connu comme il a été montré dans la proposition 5 des Données. Or, le rapport
de QO a OS est connu, donc le rapport de QO a chacune des deux grandeurs
OT et OS est connu, donc le rapport de SO a OT est connu comme il a été
montré dans la proposition 8 des Données. Menons du point U une droite
parallele a la droite SO, soit U]J. Le triangle UJQ est donc semblable au
triangle SOT. Le rapport de U] a JQ est donc égal au rapport de SO a OT.
Mais le rapport de SO a OT est connu, donc le rapport UJ a JQ est connu et
’angle UQ]J est connu, donc le triangle UJQ est de forme connue, comme il a
été montré dans la proposition 41 des Données. Donc angle U]JQ est connu et
angle JUQ est connu, il reste I'angle U JK qui est connu. Alors I'angle JUK
est connu, donc le triangle U JK est de forme connue. Le rapport de UK a KJ
est connu. Mais le rapport de UK a KJ est égal au rapport de US a O], car
U]J est parallele a2 SO. Le rapport de US a O] est donc connu, on a ainsi mené
dans le triangle UK J, de forme connue,/ la droite SO parallele a la droite U],
de sorte que le rapport de SO a chacune des deux droites SU et o] est connu.
L’analyse s’acheve comme précédemment, c’est-a-dire a partir de Pendroit
dans lequel on a supposé que la droite SO érait paralléle a la droite UQ qui est
la base du triangle de forme connue jusqu’a ’endroit dans lequel on a montreé
que le cercle BCE était de grandeur et de position connues, qui est
’achévement de 'analyse.
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Ces deux analyses se fondent toutes les deux sur le fait que les deux droites
KH et KI coupent le cercle KMN, ce qui a lieu quand chacun des deux angles
HKL et IKL est plus petit qu’un droit.

Si 'un de ces deux angles n’est pas plus petit qu’un droit, alors 'autre angle
est plus petit qu'un droit. Que 'angle HKL ne soit pas plus petit qu’un droit,
alors 'angle LKI sera plus petit qu’un droit, donc la droite IK coupera le
cercle KMN et Pangle HKL sera ou bien un droit ou bien plus grand qu’un
droit.

Fig. 42

Si Pangle HKL est droit comme dans le second cas de figure, alors le
produit de PH par HM est égal au carré de HK, donc le rapport de PH a HK
est égal au rapport de KH a HM. Mais le rapport de KH a HM est connu car
chacune d’elles est connue, donc le rapport de PH a HK est connu et HK est
de grandeur connue, donc la droite PH est de grandeur connue. Mais HM est
de grandeur connue, donc la droite MP est de grandeur connue, et elle est le
diamétre du cercle KMN. Donc le diamétre du cercle KMN est de grandeur
connue, sa moitié est donc de grandeur connue et la droite LK est alors de
grandeur connue. Mais elle est de position connue, car elle entoure avec la
droite HK de position connue, un angle droit. La droite KL est donc de

grandeur et de position connues et son point K est connu,/ donc le point L
est connu et il est le centre du cercle BCE. Mais la droite KL est de grandeur
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connue et la droite KE est de grandeur connue, donc la droite EL est de
grandeur connue. Or, on a montré qu’elle est de position connue. Donc le
cercle BCE tangent {aux trois cercles) est de grandeur et de position
connues.

Fig. 43

Si 'angle HKL est plus grand qu’un droit comme dans le troisieme cas de
figure, alors 'analyse de cette proposition est la méme analyse que celle que
nous avons exposee lorsque nous avons supposé que la droite SO n’était pas
parallele a la droite UQ; ces deux analyses ne se différencient en rien.
L’analyse de ce cas de figure, je veux dire le troisieme, a abouti a ce que le
cercle BCE est de grandeur et de position connues.

On montre donc par cette analyse que le cercle cherché qui est tangent aux
trois cercles donnés est de grandeur et de position connues. Il peut donc
exister. Pour le trouver, on utilise les prémisses qui ont été montrées dans
’analyse et qui ont conduit a ce cercle tangent de grandeur et de position
connues.

Parmi ces prémisses auxquelles a abouti I'analyse, celle par laquelle on
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parvient a trouver le cercle tangent est que le triangle UKQ est de forme
connue dans lequel on a mené la droite SO de sorte que le rapport de cette
droite a chacune des droites SU et OQ soit connu. C’est a I'aide de cette
droite que s’acheve le probléme et a I'aide de ces {rapports) que 'on trouve
le centre du cercle tangent./

La synthese de ce probleme se fera comme nous allons le décrire: que les
cercles donnés soient les cercles AB, CD, EG et que le plus petit soit EG;
nous voulons tracer un cercle tangent a ces cercles. Désignons les centres de
ces cercles par les points H, K, I. Joignons les droites HK, KI, IH. Que la
droite HK coupe le cercle AB au point A et coupe le cercle EG au point E et
que la droite KI coupe le cercle CD au point D et coupe le cercle EG au point
G. Séparons chacune des droites AF et DT égales 4 KE et posons le produit
de KH par HU égal au carré de HF, et posons le produit de KI par 1Q égal
au carré de IT. Joignons UQ), alors le triangle UKQ est de forme connue car
chacun de ses cotés est de grandeur et de position connues. Posons I'arc EP
egal a 'arc EG et joignons KP et GP. Posons le rapport de la somme de GK
et KP a PM égal au rapport de KH a HF et posons le rapport de la somme de
PK et KG a GO égal au rapport de KI a IT. Menons dans le triangle UKQ
une droite qui sépare des deux droites UK et QK deux droites telles que son
rapport a ce qu’elle sépare de la droite UK soit égal au rapport de GP a PM et
que son rapport a ce qu'elle sépare de QK soit égal au rapport de GP a GO,
soit la droite SN. On a montré comment trouver cette droite par I'analyse,
nous allons procéder a la synthése une fois terminée la construction du cercle
afin que les propos ne se mélangent pas.

Si on mene la droite SN dans le triangle UKQ suivant le rapport que nous
avons mentionné, alors le triangle SKN sera de grandeur connue et chacun de
ses cOtés sera de grandeur et de position connues. Tragons un cercle
circonscrit au triangle SKN, soit le cercle SKN; le centre du cercle sera
connu, soit le point L. Joignons les droites HL, KL, 1L, SL et NL. Que la
droite HL coupe le cercle SKN au point | et coupe le cercle AB au point B,
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que la droite IL coupe le cercle SKN au point X et coupe le cercle CD au
point C, et que la droite KL coupe le cercle EG au point W. Les droites LK,
LJ et LX sont égales.

Si I'angle HKI est plus petit qu’un droit, alors la portion SKN est plus
grande qu’un demi-cercle, donc la droite SN sera au-dela du centre L, 2
Pintérieur du triangle UKQ comme dans le premier cas de figure, 'angle SLN
est donc le double de 'angle SKN, il est donc égal a 'angle PKG, et alors le
triangle SKN est semblable au triangle PKG. Le rapport de la somme de SL
et LN a SN est égal au rapport de la somme de PK et KG a GP. Le rapport
de NS a SU est égal au rapport de GP a PM, donc le rapport de la somme de
SL et LN a SU est égal au rapport de la somme de GK et KP a PM et le
rapport de la somme de PK et KG a PM est egal au rapport de KH a HF;
donc le rapport de la somme de SL et LN a SU est égal au rapport de KH a
HF. Prolongeons HL au point V, alors |V sera le diametre du cercle SKN,
elle sera donc égale a la somme de SL et LN. Le rapport de JV a SU est donc
égal au rapport de KH a HF.

Je dis d’abord que H]J est égale a HF.
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Fig. 44

Démonstration: En effet, il ne peut pas en étre autrement. Si cela était
possible, que HJ soit plus grande que HF. Posons le rapport de HJ a HO’
égal au rapport de KH a H]J, alors HO’ sera plus grande que HU, car le
produit de KH par HU est égal au carré de HF, le produit de KH par HO’ est
égal au carre de H]J, mais HJ est plus grande que HF, donc HO’ est plus
grande que HU. Mais puisque le produit de VH par H]J / est égal au produit
de KH par HS, le rapport de KH a H]J | est égal au rapport de VH a HS.
Mais le rapport de KH a H]J est égal au rapport de JH a2 HO’. Le rapport de
VH a HS est donc égal au rapport de JH a2 HO’, donc la droite HO’ est plus
petite que la droite HS. Or, on a montré qu’elle était plus grande que la droite
HU, donc le point O’ est entre les deux points U et S.

Fig. 44a

- ———
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De meéme, puisque le rapport de VH a HS est égal au rapport de JH a2 HO’,
le rapport de V] qui reste a O’S est égal au rapport de VH a HS et est égal au
rapport de KH a HJ. Le rapport de JV a O’S est donc égal au rapport de KH
a HJ. Mais le rapport de KH a HJ est plus petit que le rapport de KH a HF,
car HJ est plus grande que HF. Le rapport de JV a O’S est donc plus petit
que le rapport de KH a HF. Mais le rapport de KH a HF est égal au rapport
de JV a US, donc le rapport de JV a O’S est plus petit que le rapport de JV a
US, O’S est donc plus grand que US. Ceci est impossible car le point O’ est
entre les points U et S. Or cette impossibilité découle de notre hypothese
selon laquelle la droite HJ est plus grande que la droite HF. La droite H]
n’est donc pas plus grande que la droite HF.

Je dis que la droite HJ n’est pas plus petite que la droite HF. Si cela était
possible, qu’elle soit plus petite que HF. Posons le rapport de HJ a HI” égal
au rapport de KH a HJ, HI” sera donc plus petit que HU car le produit de
KH par HU est égal au carré de HF et le produit de KH par HI” est égal au
carré de HJ. Mais HJ est plus petit que HF, donc HI” est plus petit que HU.
Mais puisque le produit de VH par HJ est égal au produit de KH par HS, le
rapport de KH a HJ est égal au rapport de VH a HS. Mais le rapport de KH
a HJ est égal au rapport de JH a HI’, donc le rapport de VH a HS est égal au
rapport de JH a HI” et est égal au rapport du reste, qui est JV, au reste qui est
I’S. Donc le rapport de JV a I'S est égal au rapport de KH a HJ et le rapport
de KH a HJ est plus grand que le rapport de KH a HF, car H] est plus petite
que HF; donc le rapport de JV a I'S est plus grand que le rapport de KH a
HF. Mais le rapport de KH a HF est égal au rapport de JV a US, donc le
rapport de JV a I'S est plus grand que le rapport de JV a US, et alors la
droite I'S est plus petite que la droite US. Ceci est impossible car la droite HI’
est plus petite que la droite HU. Cette impossibilit¢ découle de notre
hypothése selon laquelle la droite H] est plus petite que la droite HF. Donc la
droite HJ n’est ni plus petite que la droite HF, ni plus grande qu’elle, alors la
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droite H]J est égale a la droite HF. Mais HB est égale a HA, il reste |B égale a
FA et FA égale a KE, c’est-a-dire WK, donc la droite B est égale a la droite
KW, or JL est égale a LK, il reste BL. égal 2 WL. Par une méthode analogue,
on montre que la droite IX est égale a la droite IT, et la droite XC est égale a
la droite KW, il reste CL égale a WL. Donc les droites LB, LW et LC sont
toutes les trois égales. Posons L. comme centre et tragons avec la distance LB
un cercle, soit le cercle BCW, ce cercle est tangent aux trois cercles car il
rencontre chacun de ces cercles en un point de la droite qui joint son centre
au centre de chacun de ces cercles. En effet, si on meéne du point B une
perpendiculaire a la droite HL, elle est tangente au cercle AB. Elle est
tangente au cercle AB et elle est tangente au cercle BCW. Donc le cercle BCW
est tangent au cercle AB au point B. De méme, on montre qu’il est tangent au
cercle CD au point C et qu’il est tangent au cercle EG au point W. Donc le
cercle BCW est tangent aux trois cercles. Ce qu’il fallait faire./

Si Pangle HKI est droit, alors la droite SN est un diametre du cercle
(SKN)» comme nous l'avons montré dans le deuxiéme cas de figure. Le
rapport de NS a SU est égal au rapport de GP, diametre du cercle EG, a PM,
et le rapport de SN a NQ est égal au rapport de PG a GO. Le reste de la

construction se fait comme précéedemment.
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Fig. 45

Si angle HKI est plus grand qu’un droit, alors la droite NS peut étre a
Pextérieur du triangle (UKQ) comme dans le troisiéme cas de figure; elle
peut étre a I'intérieur du triangle UKQ et le centre du cercle sera a I'extérienr
B. 85r  du triangle SKN; la droite NS peut étre elle-méme la droite KQ,/ comme
nous le montrerons ensuite. Le reste de la démonstration se fera comme
précédemment, c’est-a-dire que nous montrerons, dans les deux cas de figure,
que la droite H]J est égale a la droite HF et que la droite IX est égale a la
droite IT et ainsi s’achéve la démonstration.
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Fig. 46

Il nous reste a montrer comment mener dans le triangle UKQ de forme
connue une droite comme la droite NS de sorte que le rapport de NS a SU
soit égal au rapport de GP a PM et que le rapport de NS a NQ soit égal au
rapport de GP a GO.

L’analyse de cette prémisse a été montrée dans I'analyse du probleme; il
reste a procéder a la synthése de cette analyse pour que le probleme s’achéve.

Nous supposons donné le triangle UKQ, puis nous examinons: si le
rapport de PM a OG est égal au rapport de UK a KQ et si I'angle QKU est
plus petit qu’'un droit, alors nous posons le rapport de PG — qui est dans le
premier cas de figure — a GC, égal au rapport de QU a UK. Nous divisons la
droite UK au point S de sorte que le rapport de US a SK soit égal au rapport
de PM a GC,. Menons du point S la droite SN paralléle a la droite UQ.
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Fig. 47

Je dis que le rapport de NS a SU est égal au rapport de GP a PM et que le
rapport de SN a NQ est égal au rapport de PG a GO.

Démonstration : Le rapport de PM a GC, est composé du rapport de PM a
PG et du rapport de PG a GC,, mais le rapport de PM a GC, est égal au
rapport de US 4 SK, donc le rapport de US a SK est composé du rapport de
PM a PG et du rapport de PG a GC,. Mais le rapport de PG a GC, est égal au
rapport de QU 4 UK qui est égal au rapport de NS a SK, donc le rapport de
US 4 SK est composé du rapport de PM a PG et du rapport de NS a SK.
Mais le rapport de US a SK est composé du rapport de US a SN et du rapport
de NS a SK. Le rapport composé du rapport de US a SN et du rapport de SN
a SK est égal au rapport composé du rapport de PM a PG et du rapport de
NS a SK. Nous éliminons le rapport de NS a SK qui est commun, il reste le
rapport de US a SN égal au rapport de PM a PG. Donc le rapport de NS a
SU est égal au rapport de GP a PM. Mais le rapport de SU a NQ est égal au
rapport de UK a KQ. Or, le rapport de PM a GO est égal au rapport de UK
a KQ, donc le rapport de SU 2 NQ est égal au rapport de PM a GO./ Par le
rapport d’égalité, le rapport de SN a NQ est égal au rapport de PG a GO.
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Nous avons donc mené dans le triangle UKQ la droite NS de sorte que le
rapport de NS a SU soit égal au rapport de GP a PM et que le rapport de NS
a NQ soit égal au rapport de GP a GO. Ce qu’il fallait faire.

Si le rapport de PM a GO n’est pas égal au rapport de UK a KQ), alors le
rapport de PM a GO est ou bien supérieur au rapport de UK a KQ ou bien
lui est inférieur.

§’il lui est inférieur, alors le rapport de GO a PM est plus grand que le
rapport de KQ a KU. L’un des deux rapports de GO a PM ou de PM a GO
est plus grand que I'un des deux rapports de UK a KQ ou de KQ a KU. Que
le rapport de GO a PM soit plus grand que le rapport de KQ a KU. Posons
alors le rapport de PM a GF égal au rapport de UK a KQ, mais 'angle UKQ
est plus petit qu’un droit comme on I’a montré dans le premier cas de figure.
Construisons sur la droite PG une portion de cercle interceptée par un angle
égal a 'angle KQU, soit la portion PJG; menons-y la corde G] égale a la
droite FO et joignons FJ. Menons du point U une droite qui entoure avec la
droite UQ un angle égal a I'angle GP]J, soit la droite UD, elle engendre donc
le triangle UQD tel que le rapport de UD a DQ soit égal au rapport de PG a
G]J. Menons dans le triangle UKD la droite parallele a la droite UD telle que
son rapport a ce qu’elle sépare de la droite KU soit egal au rapport de PG a
PM et que son rapport a ce qu’elle sépare de la droite KD soit égal au rapport
de PG a GF, comme nous I’avons fait dans la proposition précédente, soit la
droite SN.
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Je dis [ que le rapport de SN a NQ est égal au rapport de PG a GO.

Démonstration : Menons du point S la droite SL parallele a la droite UQ,
alors le triangle SLN est semblable au triangle UDQ, donc le rapport de SN a
NL est égal au rapport de UD a DQ. Mais le rapport de UD a DQ est égal au
rapport de PG a GJ, il est donc égal au rapport de PG a FO, donc le rapport
de SN a NL est égal au rapport de PG a FO, alors le rapport de LN a NS est
égal au rapport de FO a GP. Mais le rapport de NS a SU est égal au rapport
de GP a PM et le rapport de SU a LQ est égal au rapport de UK a KQ qui est
égal au rapport de PM a GF. Par le rapport d’égalité, le rapport de NL a LQ
est égal au rapport de OF a FG, donc le rapport de NQ a QL est égal au
rapport de OG a GF et le rapport de QN a NL est égal au rapport de GO a
OF. Mais le rapport de LN a NS est égal au rapport de OF a GP, donc le
rapport de QN a NS est égal au rapport de GO a GP. Le rapport de SN a
NQ est donc égal au rapport de PG a GO. Mais le rapport de NS a SU est
égal au rapport de GP a PM. On a donc mené dans le triangle UKQ une
droite suivant les rapports cherchés?’. Ce qu’il fallait | faire.

Cette construction est faite a partir de {I’hypothése) selon laquelle 'angle
HKI est plus petit qu’un droit, comme dans le premier cas de figure.

23. Littéralement: le rapport cherché.
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Fig. 48

Je dis [ que le rapport de SN a NQ est égal au rapport de PG a GO.

Démonstration : Menons du point S la droite SL parallele a la droite UQ,
alors le triangle SLLN est semblable au triangle UDQ, donc le rapport de SN a
NL est égal au rapport de UD a DQ. Mais le rapport de UD a DQ est égal au
rapport de PG a GJ, il est donc égal au rapport de PG a FO, donc le rapport
de SN a NL est égal au rapport de PG a FO, alors le rapport de LN a NS est
¢gal au rapport de FO a GP. Mais le rapport de NS a SU est égal au rapport
de GP a PM et le rapport de SU a LQ est égal au rapport de UK a KQ qui est
eégal au rapport de PM a GF. Par le rapport d’égalité, le rapport de NL a LQ
est égal au rapport de OF a FG, donc le rapport de NQ a QL est égal au
rapport de OG a GF et le rapport de QN a NL est égal au rapport de GO a
OF. Mais le rapport de LN a NS est égal au rapport de OF a GP, donc le
rapport de QN a NS est égal au rapport de GO a GP. Le rapport de SN a
NQ est donc égal au rapport de PG a GO. Mais le rapport de NS a SU est
égal au rapport de GP a PM. On a donc mené dans le triangle UKQ une
droite suivant les rapports cherchés?3. Ce qu’il fallait | faire.

Cette construction est faite a partir de (I’hypothese) selon laquelle I'angle
HKI est plus petit qu’un droit, comme dans le premier cas de figure.

23.  Littéralement: le rapport cherché.
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Si 'angle HKI est droit, nous menons dans le triangle UKQ une droite qui
sépare de la droite UK une droite telle que son rapport a celle-ci est égal au
rapport de GP, qui est le diamétre du cercle EG, a PM, comme dans le
deuxiéme cas de figure, et qui sépare de KQ une droite telle que son rapport a
celle-ci est égal au rapport de PG a GO. On achéve la construction comme

précédemment.
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Fig. 49

Si 'angle HKT est plus grand qu’un droit comme dans le troisieme cas de
figure, alors I'un des deux rapports de GO a PM ou de PM a GO est plus
petit que ['un des deux rapports de UK a KQ ou de QK a KU. Que le
rapport de GO a PM soit plus petit que le rapport de QK a KU. Posons le
rapport de GO a PF égal au rapport de QK a KU. Construisons sur la droite
GP une portion de cercle interceptée par un angle égal a angle QUK, soit la
portion PJG, sur laquelle nous menons la droite PJ égale a la droite MF, et
joignons GJ. Construisons sur la droite UQ a son point Q un angle égal a
angle PG]J, soit 'angle UQC. Il se forme un triangle QKC et un triangle
QUC. Le triangle QUC sera semblable au triangle PG ]. Le rapport de QC a
CU sera donc égal au rapport de GP a PJ. Menons dans le triangle QKC une
droite parallele a la droite QC qui sépare de la droite KQ une droite telle que

24. Clest-a-dire, la droite séparée.



Sl Bl 3 oA 225

bt oo o Tt 55 o e 3 Lol (86 T S gl 157 00
e e 705 L 5 33l b ga G 3 S ] s 00 U S0
iy T3 0150 S ] 41 0% Ut TS e it L Bypeall B
.(-.LEJ L J,,. J; J,,.;H

[

|
<

5

\\

v
v

\ J
A

L;Hu-xcaﬂwxs)ﬂngu&azfuo,rz;xi?gzi,u;_nfob

S33SS A S o o sl Al E5 AL D e B UL p 5
Li Jody 5o S AL TG L o il ¢ 3 ) 5 R S e S
Ggl o 35 Al O Lot fe ey . o S UL SE Syl g
pp e o g b U A G e Sy ST e B Rl Ju
(52 Al Ll Dy an B AL e B8 Lo bx Lo Jany L5 iy
Llin 00y (o 52 6 Ll = G Ll S 2 G o Al oSy
A D5 S oo ) 26 i 05 50 Ll ok > 0 B

s G S b o oo 2 6 b Ljlyr s > SO Sln § o . 5 0

By SIS LS .bb’c_/[u]ulfulf S5 =[] Jeaid [~] Jeadisy Jhaid 3 — [O] O 1402
LS Al (]E S Sa8~+ uul,,iuc.m pfbj_ﬂun,“[dw]g,g.. 55 pey et
[l =O =012~ [ 262 562 9 — [ b Gy



S. 335"

2206 IBN AL-HAYTHAM SUR L’ANALYSE ET LA SYNTHESE

le rapport de la droite parallele a celle-ci?* soit égal au rapport de PG a GO et
qui sépare de la droite KU une droite telle que le rapport de la droite parallele
a celle-ci soit égal au rapport de GP a PF, comme nous lavons vu
précédemment, soit la droite NS.

Je dis que le rapport de NS a SU est égal au rapport de GP a PM.

L e & /
> X \\\ T K‘ﬁ /
SR OA|/

"-\ -\\ \(J

Fig. 50
Démonstration : Menons NL parallele a QU, donc le triangle NLS est
semblable au triangle QUC. Le rapport de LS 2 SN est donc égal au rapport
de UC a CQ. Mais le rapport de UC a CQ est égal au rapport de JP a PG,
donc le rapport de LS a SN est égal au rapport de JP a PG, c’est-a-dire de MF
a PG, donc le rapport de LS a SN est égal au rapport de MF a PG. Mais le
rapport de SN a NQ est égal au rapport de PG a GO et le rapport de NQ a
LU est égal au rapport de QK a KU qui est égal au rapport de GO a FP. Par
le rapport de I’égalité, le rapport de SL a LU est donc égal au rapport de MF
a FP, donc le rapport de US a SL est égal au rapport de PM a MF. Mais le
rapport de LS a SN est égal au rapport de MF a PG, donc le rapport de US a
SN est égal au rapport de PM a PG. Le rapport de NS a SU est donc égal au
rapport de GP a PM, et le rapport de SN a NQ est ¢gal au rapport de PG a
GO. Nous avons donc mené une droite NS selon la propriété cherchée. Ce
qu’il fallait faire./



*ﬁ'a—u,

g_‘.:fﬂl,‘_}ga._—]l&_j(‘._.&'. o) 227
) i 035 st o S dast ey <5 LS5O S ] i 0SS
U5 S o dl v 0 A O : s

e Lok o 0 e )50 o 3 Ujlee TO % B 2 el 0l
MNr pduisdrdl > pdS0 pwdl pdiwiofs . > 0

A Al 0 dwS O pdl pd i GOl B inS a2 0 2

GOULO i Sy 4SO o ) m JBed G e o
LS M o SUL S 8uS o J UL GO Ly 5 U5 2
GEJL;M‘,@JJLJJMQJQS\,M\@Q;cf'jjé\‘a
UL I s U R | PSR S S e
o Bl 0 hd SO U] B aS O dl e B GO
bt Lo 1 3 A5 2 GO LT o ey ¢ p 2 U] P S

[ Joni &1 Lol Lo elldy ¢ dgllall daall fe 20

_{__Jd/['-:'_}_un_\:’ uﬁd/[u‘]-?s 23—54_:-[‘_,» u._a]p :EE-[;‘A] ‘}:AS_, D hany |
PO [ a9 [ A :;—J/MrS.:f:j_[g_'i‘;’ud’\ﬂ_)w)r‘?_[u"]d'i:{’
[0 10 12-[Auadlop s dlye 110 -[0] 0,

10



B. 86*

228 IBN AL-HAYTHAM SUR L’ANALYSE ET LA SYNTHESE

Mais la droite QC peut tomber a 'extérieur du triangle QKU. Elle peut
tomber a Pintérieur du triangle QKU et la figure est alors comme dans le cas
de figure {que nous avons donnée) du triangle. Si elle tombe a I'extérieur du
triangle, la figure sera comme dans le troisieme cas de figure,

Or si la droite QC est a lintérieur du triangle, alors le triangle sera
semblable aux deux cas de figure précédents car la droite NS tombera entre le
point K et le centre L et le cercle SKN coupera la droite UK en un point
entre les deux points U et K. QC peut étre la droite QK si 'angle PG]J est
egal a Pangle UQK, c’est alors que la droite QK sera divisée en un point, soit
le point N, de sorte que le rapport de KN 4 NQ sera égal au rapport de PG a
GO. On mene du point N la droite NL, paralléle a la droite QU, le rapport de
LK a KN est donc égal au rapport de JP a PG, c’est-a-dire au rapport de MF
a PG. Donc par I'égalite, le rapport de LK 2 NQ est égal au rapport de MF a
GO. Mais le rapport de NQ a LU est égal au rapport de QK a KU qui est le
rapport de GO a FP. Le rapport de KL. a LU est donc égal au rapport de MF
a FP, donc le rapport de UK a KL est égal au rapport de PM a MF. Or le
rapport de LK 4 KN est égal au rapport de MF a PG, donc le rapport de UK
a KN est égal au rapport de MP a PG. Le rapport de NK a KU est donc égal
au rapport de GP a PM. La droite NK tient donc lieu de droite NS et le cercle
sera tangent a la droite UK au point K comme il a été montré dans analyse
quand on a partagé I’étude?® de I'angle UKQ en trois parties: {angle) aigu,
droit ou obtus.

St la droite QC tombe a D'extérieur du triangle UKQ et si on pose le
rapport de US a SK composé, qui a eté detaille dans la proposition
précédente, la démonstration s’acheve comme précédemment.

Ce que | nous avons exposé pour le triangle UKQ est 'ensemble des parties
de son études?® et I'ensemble des cas de ce triangle qui peuvent avoir lieu.

C’est de cette maniere que se font I'analyse de ce probleme et sa synthése.

25. Littéralement: quand on a divisé I'angle.

26. Litteralement: de ses parties.
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